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6.1 Equacoes de Cauchy Riemann em coordenadas polares. Ana-
liticidade e derivada do logaritmo

Com objectivo de deduzir a analiticidade do logaritmo complexo, vamos exprimir as equagoes
de Cauchy Riemann em coordenadas polares.

Dada uma funcao complexa de varidvel complexa, podemos descreve-la em termos de coor-
denadas polares da mesma forma que o fazemos em coordenadas cartesianas:

f(z+iy) =u(z,y) +iv(z,y),
f(pe”) =U (p,0) +iV (p,6) .

Ou seja
U(p,0) =u(pcosh,psend) e V(p,0)=wv(pcosh,psend)

Pela regra de derivagao, da fun¢ao composta temos

du  Udp AU A

oz 0pox 900z
ou _ U dp  OU
oy  Opody 000y

ov oV op 0V 0d
or _ Opor 900z
ov oV op 0V 0o
dy ~ opoy 00y

Temos também as seguintes relagoes para a fungao mudanga de coordenadas (p,6) *:
dp

@ = cos @ — =sgsenb
ox Jy

00 sen d 00 oS 0

ar  p
Note-se que estas equagoes sao vélidas apenas fora da linha de descontinuidade (por exemplo
p>0e0 € ]—mmn[, para o ramo principal).

x = pcost 9 1= Qgcosef psen@% resolvendo em 92 _ o5

y = psend T ow O—gﬂsen9—|— cosf2l d 6 , 9p %: sen @
— Bz P B ordem a 5- € 5= - P

{ x = pcosd P _){ O:gﬁcose—psenég—z . resolvendo em % = sen 6
= psen@ o= -9 a0 Ell 9p 90 __ cos®
y=p =73, sen9+pcoséay ordem a el oy >
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As equagoes de Cauchy-Riemann escrevem-se entao

ou_ v
" ox Oy
6—UC080—6—Usen9—a—vsen9+a—VCOS€
op o0 p  Op 20 p
Ou _ _0Ov
"oy Ox
0_U p 8_Ucos€__8_V 9 0_Vsen9
ap sen 0 a5 cos 0

Multiplicando a primeira por cosf e somando a segunda multiplicada por senf, i. e.
(1) cos @ + (2) sen 6, obtemos (usando sen? @ + cos? @ = 1)
ou _10v
dp p 0o
Da mesma forma, multiplicando a primeira por cosf e somando a segunda multiplicada por
senf, i. e.

(1)sen® — (2) cos 6, obtemos
10U 0V

p 00 9p
Facilmente verificamos que estas duas equacoes sao equivalentes a equacoes de Cauchy Rie-
mann em coordenadas cartesianas (fora da linha de descontinuidade). Obtivemos assim as
equagoes de Cauchy Riemann em coordenadas polares:

o _ 1ov
op  pob
ov._ _1oUu
dp  pob

Por outro lado, se f (z) ¢ diferencidvel, temos

o) = LGN =1 ()

h—0 h ’

pelo que, fazendo o limite direccional segundo a direccao do préprio ponto z (i. e. se z = pe®,
faz-se h = te® com ¢ real a tender para zero), obtemos

f (peiG + tez’@) _ f (peie)

()= (pe”) = lm

t—0 tei
t 0\ _ 0 )
— llmf((p+ )6> f(pe )e—10
t—0 t
= e L0V o 0) ~ U ) =V (00
- oo (LN Vo400V (0)

= e 8_U+28_V
B dp op )
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Utilizando as equagoes de Cauchy Riemann obtemos ainda as seguintes férmulas para a

derivada:
f/ (peie) _ e—z’@ (6_[] + Za_v> ’ f/ (peiG) _ e—ie (6_[] . ’Lla—U> _

Op dp dp p 00

—i60
v ey € ov.ou ) (o0 _ pio (LOV OV
1" (pe”) == (ae igg ) ") =€ Dag TG,

Exemplo 6.1 Apliquemos as equagoes de Cauchy Riemann em coordenadas polares & func¢ao
logaritmo.

Temos U =logp eV =6. Entao

U _1_1ov
o p poo
v _,__1oU
op  pod

Concluimos (equagées de Cauchy - Riemann e continuidade das derivadas parciais) que fora
da linha de descontinuidade a (qualquer ramo da) fung¢ao logaritmo é analitica (por exemplo

o ramo principal do logaritmo é uma fung¢ao analitica no dominio definido por p > 0 e
6 €]—m, )

A derivada pode ser obtida por

(logz) = e ™ (0_U + Z@_V)

6.2 Exponenciacao complexa.
Defini¢ao 6.1 Dados w € C e z € C\ {0} define-se

S — ewlogz

Se interpretarmos log z como um conjunto de valores, entao também 2z serd um conjunto
de valores que diferem entre si pela multiplicagao de um factor da forma

gih2mw com k € Z.
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Exemplo 6.2 O simbolo (1+1)" designa os valores:

(1+’L)1 _ eilog(l—i—i)
—  ei(logvari(§+hm))
eilog\/ief(%+k2ﬂ')

e (F+h2m) (cos log V2 + isenlog \/5)

. . - 1 1 1
Facilmente se verifica? que, com esta notacio, 2 1 = e 182 = — ¢ zn = en 187 = /2.
2

Se interpretarmos log z como um determinado ramo do logaritmo, entao z" serd também
uma funcao que em geral é descontinua sobre determinada linha de descontinuidade.
Note-se, que se fixarmos o ramo do logaritmo, temos®

w1 ,we oW1 logzewg logz __ e(w1+w2)logz _

201, w1+w2‘

z

Fixando um ramo da func¢ao, podemos calcular a sua derivada fora da linha de descontinui-
dade:

izw — iew log z
dz dz
d
= ewloszy— log z
dz
1
= zYw-
z
= wz¥ !

6.3 Funcoes trigonométricas inversas

Usando a logaritmo complexo é possivel estender as fungoes trigonométricas inversas aos nu-
meros complexos, obtendo-se férmulas surpreendentes que permitem a dedugao das férmulas
de derivacao conhecidas da anadlise real.

2De facto
1 1

Zflzeflogz_ 1 i
elog = z

. 1 . .
e (mesmo interpretando {/z e 2= como um conjunto de valores, uma vez que os elementos de ambos conjuntos

diferem por factores da forma e"k%_r, com k € Z)

1\ 1 n
(ZF> — (e;logz) :elogz = 2

3No entanto se interpretarmos z*! e 22 como conjunto de valores, entdo em geral 2t z%2 #£ 212 de
facto (adoptando defini¢oes evidentes para a multiplicacdo de conjuntos) se z = —1 e wy = wy = %7 temos

(-1 (-1* = {=i,i}{—ii}={-1,1}
£ -1 =(D' = (it
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Exemplo 6.3 Consideremos o caso arcsen z. Tomando
w = arcsen z
o ponto de partida serd
senw = z.
Utilizando a defini¢ao da fungao de varidvel complexa senw, temos
eiw _ efiw
2i

=Z.

Donde . '
e —2iz—e "™ =0
e multiplicando por €™, obtemos

e — 2ize™ —1 =0,

que é uma equagdo do sequndo grau em €. Concluimos (interpretando /- €log como um
conjunto de valores ou como um ramo predeterminado destas fungoes)

e = dz44/(iz)* +1

= iz+V1—22

iw = log (iz+\/1—z2).

Portanto, devemos tomar

1
arcsen z = — log (z’z +Vv1-— zz) :
i

Podemos ver arcsen z como um conjunto de valores ou como uma funcao fixando o ramo das
fungoes /. e log.

Fizando um ramo da fungao, podemos calcular a sua derivada fora das linhas de desconti-
nutdade:

d d 1
Jparsenz = - log (z’z +vV1-— zz)
i

z dz

1 1 d
B S N A
’Lz’z+\/1—22dz(

1 1 1 -2z
- T(*zﬁ)
1 1 ivV1—22 — 2
TiztVI— 22 J1- 22

1 V1—22+iz
iz+V1—22 J1—22

1
V1-—22
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Exemplo 6.4 Consideremos o caso arctg z. Tomando
w = arctg z,

o ponto de partida serd
tgw = z.

Entao
sen w

=z
COosw

e utilizando a defini¢ao destas fungoes de varidvel complexa,

(e — e ) /2i
(e +e-w) /2

z.
Resolvendo em ordem a €™, temos sucessivamente
ezw _ e—w) _ ’iZ (ezw + e—zw) 7

e (1 —iz) = (1+iz)e ™,

gow _ L+iz (1 +iz)?
1—iz 14227
donde

L+
i2w:10g1+zz

— iz

Portanto, devemos tomar*

; 11 1+:z
arc zZ = —10 .
8= 5, % T 42

Podemos ver arctg z como um conjunto de valores ou como uma fun¢ao firando o ramo da

fungao log.

Fizando um ramo da fun¢ao, podemos calcular a sua derivada fora das linhas de desconti-

nuidade:

d 1 1+1iz
dz2i 81— iz

11—izd 141z
21 +izdz1—iz
11—izi(1—iz)+i(l+4i2)
2i1+iz (1 —iz)?

1 1 2
2i1+iz1—iz

1
14 22

—arctgz =
dz &

10u




