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9.1 Formulas integrais de Cauchy

Provamos na tltima aula o seguinte resultado:
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se C' é uma curva fechada simples, percorrida no sentido positivo, que envolve o ponto z e
se f & uma funcao analitica na regiao delimitada por C' .

Esta féormula mostra que para conhecer uma fun¢ao analitica em toda a regiao delimitada
por uma curva fechada basta conhecer como ela é sobre a curva. Entao, se z e z + h estao
no interior da regiao delimitada por C', obtemos
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De forma andloga mostra-se que
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e (por indugao) o seguinte teorema?.
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e NG

e e 5' ol Ao L
7©) )
e e A

M
< @=mme f.

onde d ¢ a distancia de z a C' (d = Enig\ﬁ —z|) e M & o valor méximo de |f| sobre C ( M = Ignaé(\f(ﬁﬂ)
€ €

n!

(E—2)"

das outras comutando a integragao com a derivacao.

1
2Definindo g(z) = 2 entao g™ (z) = Pelo que formalmente as férmulas obtém-se umas
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Teorema 9.1 (Férmulas integrais de Cauchy) Seja C' uma curva seccionalmente regu-
lar, simples e fechada, percorrida no sentido positivo. Considere-se f uma func¢do analitica
na regiao delimitada pela curva C e z € C um ponto interior a esta regico. Entao (para
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Note-se que se f ¢ analitica em z entao existe uma vizinhanca V aonde f é analitica e
podemos considerar uma curva C' em V' que envolve z. Entao o teorema acima garante que
se f é analitica entao tem derivadas de todas as ordens; ou seja uma funcao analitica é
indefinidamente diferencidvel.

Corolario 9.2 Se f é analitica entao f' também é analitica; uma fun¢ao analitica é indefi-
nidamente diferencidvel; dada wma funcdo analitica f (2), a sua derivada ordem n, f™ (z),
exriste e é uma fungao analitica.

Corolario 9.3 Se u e v sao respectivamente as partes real e imagindria de uma fun¢ao
analitica f = u+iv, entdo u e v tém derivadas parciais de todas as ordens (sendo, portanto,
continuas).

Demonstragao. Para uma fungao analitica

f'—@-l-i@—g(u-i—iv)
- Oz or  Ox

e pelas equagoes de Cauchy-Riemann.
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Pelo Coroldrio 9.2 e aplicando n vezes o operador a% vem
7 3
£ () = 0"u _H,E? v’
dxz™  QOx™
pelo que as derivadas parciais % € gz—}j existem sao continuas. Mas podemos também aplicar
n — k vezes o operadorZ e k vezes o operador 22 obtendo-se
ox i 0y
n—k n—k
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para qualquer natural n e k tais que 0 < k < n. Conclui-se entao que todas as derivadas
parciais de u e v existem e sao continuas. W

Exemplo 9.1 (de aplicagao das férmulas integrais de Cauchy) Considere-se f (§) =

€, n=4, fO (¢) = 2%
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Teorema 9.4 (Teorema de Morera) Seja f uma fun¢ao complexa de varidvel complexa
continua num aberto D, tal que para qualquer curva fechada C' contida em D se tenha

ﬁf(z) dz = 0,

Entao f ¢é analitica em D.

Demonstracdo. Seja zy um ponto qualquer em D e z um ponto numa vizinhanga convexa
V' de zy contida em D. Considere-se F (z) o integral de f (z) ao longo do segmento de recta
que une zg a (neste sentido), i. e.

F(z) = [ }f(é“) dg.

Dado h € C tal que z + h ainda perten¢a & vizinhanga (convexa) V', temos de, acordo com
a hipdtese,

¢ £€) de =0,
[z0,2]+[2,2+h]+[z+h,z0]
ou seja
d d d¢ =0,
/[Z NG /[ RGES /[ RLGL
ou ainda
F(z)—l—/ f(&) dé—F(z+h)=0.
[z,2+h]
Portanto

F(z+h>—F<z>=/{ RGE:

Dado € > 0, como f é continua em z, seja 6 > 0 tal que | —z| <6 = |f (&) — f(2)| < e.
Entao

F(z+h) - F(2) Y .
) 16| = & /[Mh]f(&) ¢ f()/[mh] dg'
< + F(6) — 1(2)] lde]
|h’| [z,2+h]

i
< —¢ |d¢| =€
|h’| [z,2+h]

Pelo que F' (2) = f (2), concluindo-se que F (z) é analitica em V. Entdo, de acordo com o
Coroldrio 9.2, f é analitica porque é a derivada de uma func¢ao analitica. ®

9.2 Funcgoes Harmoénicas

Definicao 9.1 Uma funcdo real u definida num aberto D de R?* é uma funcdo harménica
seu € C*(D,R) e
0u  0%u

o2 T =Y
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Designando por u e v, respectivamente, as partes real e imagindria da funcao f = u + iv,
a equivaléncia entre fungoes analiticas e fungoes harmonicas é estabelecida nas seguintes
afirmacoes:

e f =wu+ v analitica = u harmonica (e também v harmoénica)

Se f = u + v & analftica entao, pelo Coroldrio 9.3, u,v € C? e temos as equacoes de
Cauchy Riemann:

u_on  Fu_ o
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Pelo teorema de Schwarz, sendo u € C<, temos 25y — Dyds) pelo que 25 + G = 0.

Como v é a parte real de —i f, concluimos que também v é harmonica.

Exemplo 9.2 De acordo com este resultado podemos garantir, sem calcular derivadas par-
ciais, que a fungao Re (SZQ) = Re (e‘”z_yQ””y) = e cos 2xy é uma fungao harmonica,

2, ~ sy .~ ~ Ly
porque €~ é uma fungdo analitica (composicio das funcoes analiticas €* e z2).

e y harménica = Jv : f = u + v analitica.

Se u é harmoénica, entao (—g—;, %) ¢ um campo fechado; de facto, como u € C?,
concluimos (—g—;‘, %) € C' e por outro lado

0 (0Ou 0 ou _(’32u+02u_0

Oz \ Oz oy \ dy) 0x2 oy

Entdo o campo | —2%, 2%) ¢ um campo gradiente (localmente ou em conjuntos simples-
oy’ Ox

mente conexos), pelo que existe um potencial v € C! (1inico a menos de uma constante

aditiva) tal que gradv = (—g—;‘, %), ou seja

ov ou ov  Ou

—=—-—— e — =—.
ox Jy Jdy Oz
Concluindo-se que f = u—+1iv é analitica. A fun¢ao v assim determinada designa-se por

harmoénica conjugada de u e é tinica a menos de uma constante aditiva (localmente
ou em conjuntos simplesmente conexos).

Exemplo 9.3 Considere-se a funcio u(x,y) = 3zy* — 2. Temos % + gi;; = —6z + 6z =
0. Portanto u é harmdnica e existe uma fun¢do harmdnica conjugada v que satisfaz as
equagoes % = _g_;j = —6zy e g—z = % = 3y? — 322. De facto da primeira equagdo obtemos
v = —32%y + g1(y) e da sequnda, v =y* — 3z%y + go(z). Comparando as tltimas expressoes
concluimos g,(y) — y* = ga2(x) = constante (porque o lado esquerdo nao depende de x e o

direito nao depende de y). Pelo que v = y> — 3x%y a menos de uma constante aditiva(real).



