11 a A.u1a 2004-10-08 AMIV LEAN, LEC Apontamentos

(Ricardo.Coutinho@math.ist.utl.pt)

11.1 Analiticidade das séries de poténcias

Vamos agora estudar alguns resultados gerais sobre séries de fungoes uniformemente conver-

gentes que utilizaremos para mostrar que qualquer série de poténcias é um a fungao holomorfa
+00

(analitica). De facto, uma série de poténcias é uma série de fungoes da forma > f, (z), com
n=0

fn(2) = an (z — 20)" pelo que poderemos aplicar os seguintes teoremas a estas séries.

Teorema 11.1 Se C' é uma curva seccionalmente regular, se |, o fn(2) dz existe para todo

400
n, se a série Yy fn(z) = f(2) € uniformemente convergente em C e se [, f (z) dz existe,

/Cf(z) dz:z/cfn(z) dz

7

Demonstragao. Como a convergéncia é
Ny tal que, para N > N,

entao

uniforme, dado uma aproximagao € > 0, existe

VzeC f(z)=2fn (2) +rn(2), com |ry (2)| < e.

/Cf(z) dz = /Can(z) dz—i—/C'r’N(z) iz

donde

'/Cf(Z)dz—é/Cfn(Z) '/ ) dz </|7‘N ||dZ|<€/|dz|

Como [, |dz| é o comprimento da curva C (que ndo depende de N nem de e ) e como & > 0

é arbitrdario, concluimos
f(2)dz= hm / fn (2
/ 5>
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Teorema 11.2 Se D é um conjunto aberto do plano complexo, se as fungoes f,(z) sao

o0
analiticas em D e se a série Y f, (2) = f(2) é uniformemente convergente em D, entdo

n=0
+o0o
f(2) € analitica em D e f%® (2)= Zfé’f) (2)
n=0

(ke N)

Demonstragdo. Primeiro mostra-se que f (z) é continua pelo argumento classico 6/3. (E

a mesma demonstra¢ao da para o caso de fungoes reais de varidvel real. Se as fungoes fp, (2)
sdo continuas em D e se a série JFXO:O fn (2) = f(2) é uniformemente convergente em D, entdo
f(z) é continua em D) i

Considere-se um circulo V C D. Pelo Teorema 11.1' e pelo Teorema de Cauchy (Teor. 8.2)

temos, para qualquer curva fechada em V,

ff(z) dz:;rzoz]{fn(z) dz =0,

Entao pelo Teorema de Morera (Teor. 9.4) concluimos que f é analitica em V. Posto isto,
dado z € D, V um disco aberto que contém z e estd contido em D, e C uma curva fechada
que envolve z no sentido positivo e estd contida em 'V,

-
F 13

vem pelas formulas integrais de Cauchy e pelo Teorema 11.1 que

N (€ Ry fu (€)
O = e K

z z

+o0
= > ).
n=0
|

Teorema 11.3 Uma funcao definida por uma série de poténcias é analitica no interior da
seu circulo de convergéncia. Nessa regiao a série pode ser derivada termo a termo.

Demonstracao. Seja R o raio de convergéncia e zy o seu centro. Dado z tal que |z — zo| <
R, sejar tal que |z — zo| < r < R. Pelo Teorema 10.2 a série é uniformemente convergente
no circulo de raio r e centro em zy, entio pelo teorema anterior (Teor. 11.2) temos que a
fungdo é analitica nesse circulo, e portanto em z , e que podemos derivar a série termo a
termo nesse ponto. M

1Os integrais existem porque tanto f,, (z) como f (z) sdo fungoes continuas.
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11.2 Série de Taylor

Do teorema anterior concluimos que uma série de poténcias

f(z)= Zan (z—20)" = ag+ a1 (z — 20) + az (z — 20)° + ...

n=0

convergente no interior do seu circulo de convergéncia |z — z| < R, onde R, o raio de

convergéncia ¢é calculado por
1

- lim i/ an|’

pode ser derivada termo a termo. Obtemos entao,
“+oo
f(2)= Znan (z—20)" " = ay +2az (z — 20) + 3as (z — z)° ...
n=1

e f'(z0) = a1. Do mesmo modo, para a segunda derivada vem

400

f"(z) = Z n(n—1)a,(z— zo)n_2

n=2

= 2&2 + 6&3 (Z — Zo) + 12&4 (Z — 20)2
+oo

n! 9
= Z man (Z — Z())

n=2

e f" (z0) = 2ay. Por indugao concluimos

+oo
n! e
W (z) = Zman (z = 2)" "
n=k \ ’
k+2)!
= k'ak + (k + 1)!CLk+1 (Z - Zo) + ( —21_' ) (07°0)) (Z - Z())2 + ...

X (n+ k)
_ Z( )

ol Otk (2 —20)"

n=0

Fazendo z = z, obtemos f*) (z) = klay, ou seja

_ ™ (=0)

@k il

Vamos ver agora que qualquer fungao analitica é (localmente) uma série de poténcias.

Teorema 11.4 (Série de Taylor) Seja f uma fun¢ao complexa de varidvel complexa, zg
um nimero complexo e ro um real positivo ou +00. Se a func¢do f é analitica no circulo
|z — 20| < 10, entao para qualquer z neste circulo temos

B ) 20 n
=Y Ay

n!
n=0
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Demonstracdo. Seja z tal que |z — zo| < ro e ry tal que |z — zo| < 1 < 1g. Pela formula

integral de Cauchy vem ©
1 (S

= - dé.

f(z) 7%& £

27 Jie—zgl=r, § — 7

Para & tal que |€ — 2| = r1, temos

1 B 1
f—Z B f—Zo+Zo—Z
B 1 1
C f-z_ 2T
§— 2o
B 1 +i’i(z—z0>n
£ 202 \E— 2
porque
Z— 20 =|Z_ZO|=T<1
f—Zo T

Pelo critério de Weierstrass a série obtida é uniformemente convergente em |§ — zo| = 7.
Portanto (de acordo com o Teorema 11.1)

fe) = — FoS o) e
27 Jie g, L= (& — z)""

“+o0 n

B (z — 2)

= 227_( Z% ZO|_T1 _ Zo)n+1 dé‘

- Z 127 %ﬁ z0|="71 ;n-i-l df (Z o Zo)n
+00 i

= Z —f( (ZO) (Z — Zo)n

|
~ nl
onde se aplicaram as formulas integrais de Cauchy.

. 1 P : .
Percebemos agora porque é que a funcao T que é infinitamente diferencidvel em R e

72

fungao ] que nao ¢é limitada numa vizinhanca do ponto —1, tém desenvolvimentos de
x
Taylor de centro em 0 com o mesmo raio de convergéncia 1; no plano complexo tanto a
. 1 . . . ..
fungao T3 22 quer a fungao tem uma singularidade (ponto aonde a fungao nao é
z z

analitica) a distancia de uma unidade do ponto 0 (a fungao T tem singularidades nos

. 1
pontos 7 e —i, e a funcao no ponto —1).
1+z2
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Exemplo 11.1 A funcao legé analitica em |z| < 1 e corresponde & série (porque se trata

da série geométrica de razio —z2)

Il
—
—
SN—
S

N
[
LS

1+ 22

que é ,portanto, a sua série de Taylor de centro em 0 (ou série de Maclaurin). Se desco-

“+o00
nhecéssemos o valor da série Y (—1)" 2*™ = f (2), poderiamos apenas afirmar que esta série
n=0
definia uma fungao f (z) com dominio |z| < 1. Contudo esta informagao permitiria calcular
todas as derivadas desta func¢ao no ponto z = %, por exemplo, e portanto calcular a série
+o0 3 n
E:Zﬁiﬁﬁ_<¢_§>
' .
~ nl 4
Esta série tem como raio de convergéncia ‘z — %‘ = % (porqué?). Podertamos entdo definir
de forma natural f (z) como uma fung¢do analitica em {z € C: |z| <1 ou |z — 2| < 2}. Po-

deriamos agora calcular a sua série de Taylor no ponto 1+ i, por exemplo, e assim alargar
de forma analitica o dominio de f (z) aos pontos |z — (14 1)| < 1.

g || ]
).,;'.q_. -] S PR T T
s 4__:_,_ - i i
s SR
Ly
b S IR s 8
B I _t ...... W., 2, F{
[ 4 BN |
| 3 1 % . | 1
1 a
o

Continuando este processo chegariamos a uma fungao analitica definida em C\ {i, —i} .
Portanto mesmo sem saber a expressao elementar para a soma da série, poderiamos esten-
der a funcao soma de forma analitica a um dominio maximal. A este processo chama-se
continuacao analitica.

O conhecimentos de desenvolvimentos em de Taylor em torno do ponto zy = 0, designados
por séries de Maclaurin, tem uma importancia pratica fundamental, pois servem de base
ao célculo de outras séries de Taylor.
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1
Exemplo 11.2 Vamos determinar o desenvolvimento da fungao — em torno do ponto 1+,
z

com base no conhecimento da série geométrica:

41

22 dzz
. d 1
 dzl4itz— (1494)
_ 4 1 !
 dz (149) L 1+i-z

1+

. -1d 1
N 1+idzl_1+i—z

142

Para |z — 1 —i| < /2, temos

X 1+i—z
= ()

1+1

Pelo que, para valores de z no circulo |z — 1 —i| < V2, obtemos

1 —1i§ L+i—2z\"
22 L+idz =\ 1+

-1 *i—n(wz'—z)”
14 (1+4)"

<3 n n+1 n
= ;(—1) W( z—1—1)".



