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12.1 Série de Laurent

Vamos agora generalizar o Teorema 11.4 considerando func¢oes analiticas apenas em coroas
circulares.

Teorema 12.1 (Série de Laurent) Seja f uma fun¢io complexa de varidvel complexa, zg
um nimero complexo e r um real nao negativo e R um real ou +oo (tal que r < R). Se a
fungao f é analitica no anulo A = {z € C:r < |z — z| < R}, entdo para qualquer z neste

anulo temos '
“+o0

f(2)= )" aulz—=)",

n=—oo

_ L f(2)
= o ]{; (z — 20)" ™! e

e C' é uma (qualquer) curva simples, fechada e seccionalmente reqular que envolve o ponto
zo € estd contida no dnulo A.

onde

Demonstracao. (Esta demonstrag¢io é semelhante ¢ demonstragao do Teorema 11.4) Seja
z € A, ery, ro dois reais positivos tais que r < 1 < |z — 2| < ro < R. Considere-se as
circunferéncias Cy, de centro em zy e raio r1, e Cy, de centro em zy e raio ro. Seja v um
segmento de recta que liga Cy a Cy nesta ordem. Finalmente considere-se a curva fechada
[' que é a concatenagio de Cy com vy, com —Cy (curva Cy percorrida no sentido negativo),
com —v (curva vy percorrida no sentido oposto); i. e. T = Co+v— C1 — 7.

e |
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it < =i
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1
“+oo —1 “+oo “+oo “+oo
Z an (z —20)" = Z an (z —20)" + Zan (z—29)" = Za,n (z—20) "+ Zan (z — 29)"
n=—oco n=—oo n=0 n=1 n=0

1 1 2
= .tag9g——mta +ap+tai(z—2z0)+az(z—20)" + ...
(z— 2o z— 20
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Pela formula integral de Cauchy obtemos

f(z) = i /(&) d¢ (12.1)

2m Jp & — 2

w (e f )

Para £ € Cy, temos |z — zo| < |€ — 20| e de acordo com os cdlculos efectuados na demons-
tracao do Teorema 11.4, temos

sendo a convergéncia uniforme em Cs. De modo semelhante, trocando os papeis de & e z
temos: para & € C1,|€ — 20| < |2 — 20| € de acordo com os cdlculos efectuados anteriormente

I S~ (O

E—z  z—-& nzo(z—zo)"+1
R () SRR S Gk I
B Z z — Zo)n ; (5 . Zo)fnJrl'

sendo a convergéncia uniforme em Cy.Entao de 12.1, e de acordo com o Teorema 11.1, vem

- Z 227 _—zOZH ds + Z 127 (5) (z;oz"“ d

7{ (S Zo)
/.

e
R /) .
B ETS ATt +Zm]€ P n+1d5(z‘Z0) |

Donde
“+oo “+oo
f(z)= Z an (2 — 20)" + Z a n(z—2)""
n=0 n=1
onde, para n = 0,
L G
127 . (g — zo)n+

R QU 9N
G = ion ]{C (& — 2) ™ %

Mas entao, de acordo com o Coroldrio 8.4, podemos escrever ,para n € 7,

_ 1 f(§) 4
27 f{; (€ — z)" ™ :

onde C é qualquer curva simples, fechada e seccionalmente continua que envolve o ponto zg
e estd contida no dnulo A. m
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Corolério 12.2 Se f é continua em zy e é analitica em {z € C:0 < |z — 2| < e}, para
certo e > 0, entdo é analitica em z.

Demonstragcao. Considere-se a demonstra¢ao anterior. Na presente situagao temos r =0
pelo que podemos tomar valores de m (raio da circunferéncia Cy) tao préximos de 0 quanto
desejarmos. Como [ é continua em zgy, existe ry tal que

€ — 20l <71 =[f(€) = f(z)] <1

Entao, paran > 1, temos

el ARG dg'

lanl =557

< gnf le- ol IP @l =T § 17 (O e
,r,nfl
< WD i - (r ol + .

Fazendo ry tender para zero obtemos a_,, = 0. Donde pelo teorema anterior

400

F(2) =3 an(z—z)"

n=0

se 0 < |z — z0| < e. Mas como ambos os termos desta igualdade sio fungoes continuas em
20, concluimos que a igualdade é verdadeira para todo z tal que |z — z| < & . Pelo que a
conclusao deste coroldrio sai do Teorema 11.3 que garante que qualquer série de poténcias
(nao negativas) é analitica no interior do seu circulo de convergéncia. m

Notagao 12.1 Nas condi¢oes do Teorema 12.1

“+o0

FE) =Y an(z—=)",

n=—oo

o lado direito da igualdade designa-se por série de Laurent de f(z) convergente no dnulo
r < |z—2z)| < R. Esta é a soma de duas séries:

f(2) = g5(2) + 9-(2)

onde

gs(2) = :ijan (Z_1Z0>n

¢ a parte singular da série ( func¢ao analitica emr < |z — z| ) e

+o0

9(2) = an(z—2)"

n=0
¢ a parte regular da série e representa uma fungdo analitica no circulo |z — zo| < R.

Quando r = 0, dizemos que a série de Laurent correspondente é o desenvolvimento de f em
torno de zg.
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12.2 Teorema dos residuos

Note-se que nas condicoes do Teorema 12.1

7{ f(2) dz =i2ma_;.
c

Definigdo 12.2 Se f(2) = S __a, (z — 20)" para z tal que 0 < |z — 20| < 7 (i. e. se f

n=—oo

é analitica em 0 < |z — 2| < r) entdo a_, é o residuo de f em zy:

Res f (z) = a_y

z2=20

Em particular, se f (z) é analitica em zg, entao Res f (z) = 0.
z=29

24
Exemplo 12.1 Cdlculo do residuo de <5 em z = 0.

ez4_11+ i, 1 +1 N
_Z z 2'2 30

29 25 2! 3!

portanto
e 1
R =35

Teorema 12.3 (dos Residuos) Seja:
D um aberto simplesmente conexo de C,

[ analitica em D\{z1, 22, 23z} (analitica em D excepto possivelmente num conjunto finito
de pontos - com k elementos),

C uma curva fechada e simples (e seccionalmente reqular) que envolve 0s pontos z1, z2, zs.... 2k
no sentido positivo.

Entao

j{cf( dz-zZWZBe;?f
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Demonstragao. Consequéncia imediata do Coroldrio 8.5 e do Teorema 12.1 Por exemplo
para k =3

]{f(z)dz = f(z)dz-l—j{ f(z) dz + f(z) dz
C Cl CQ CS
= 2w Res f (2) + 27 ie;s f(2)+ 27 Res f (2)

zZ=z7

z=2z3

Exemplo 12.2 FEste exemplo mostra bem a poténcia do Teorema dos Residuos no cdlculo
de integrais.

e e
— dz = 127 Res —
=1 % =0z
= m,

de acordo com o Exemplo 12.1.

Exemplo 12.3 O Teorema dos Residuos vem também sistematizar os resultados anteriores.

Pelo Teorema dos Residuos temos

1 1 1
7{ ——dz = 27 (Res 5 + Res 2) =27 (1 —1)
ol=2 2 — 2 =0 z — 22 =1z—z

= ()7
onde I;{Zeg 2_122 e I;{Zels Z_1z2 podem ser calculados pela definigao (sao possiveis cdlculos mais
expeditos como poderemos ver mais a frente):
1 1 1 1 1
s == =-(l+z+22+.)="4+1+2+...
z—z zl—2 =z z
1 11 -1 1 -1 )
— J— e 1 —\Z — 1 + z — 1 T ee.
z—22 z—-1z z—-1142z-1 z—l( ( )+ ) )

e S
—2_1 z

Mas outro cdlculo seria possivel sem aplicar o referido teorema, mas aplicando os resultados
que lhe servem de base (Coroldrio 8.5 e formula integral de Cauchy):

1 = 1
]{ dz:]{ 1Zdz+7{ :_dz =i2r —i2x = 0.
jel=2 2 — 27 el=p 2 1=y 1 =2
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Ou, neste caso muito particular, poderemos apenas usar o cdlculo do Exemplo 8.6:

1 1 1
7{ 2dz=7{ (—— )dz=z'27r—i27r=0.
|z|=2 Z—Z |z|=2 z z—1

Exemplo 12.4 Vamos calcular o integral

1
7{ dz,
cl—e*

onde a curva C é a elipse |z + 1| + |z| = 8.

Comecemos por verificar que a fungao ﬁ é analitica em todos os pontos excepto os pontos
z tais que € =1, portanto é analitica em C\ {27ki : k € Z}. Como

|27kt +i| 4+ |27ki| <8 < 2w (Jk+ 1|+ |k]) <8
4
& lk+1+ k<= < k=—-1o0uk=0,
T keZ
temos pelo Teorema dos Residuos

1 1 1
dz =27 R _
]{;1—62 ? m (z:eQSm'l—ez +ze(?1—32)

Falta agora calcular estes valores, Res Tlez e Reosﬁ. Contudo, o desenvolvimento de
z2=

z=—2mi

1 i N )

1o em torno dos pontos z = —2mi e z = 0, nao é facil de obter.
Seria portanto vantajoso desenvolver um processo de cdlculo destes residuos sem passar pelo
cdlculo explicito da série de Laurent. Este serd o assunto que trataremos a sequir. De facto,

na proxima aula veremos que

Laurent da funcao

1 . z + 2t . 1
Res = lim = lim =1
z=—2mi | — €% z——2mi |1 — €% z——2mi —E?
e
. z .

Res = lim = lim = —1.

z=0 1 —€e* 2-01—6€* 2-0—¢*
Donde

1
7{ dz = —4mi.
cl—e?



