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14.1 Calculo de residuos em pdlos de ordem m

Se f tem um pélo de ordem m (m > 0) no ponto z, entdo (para z tal que 0 # |z — 29| < R

; para certo R > 0)
+oo

f()= ) an(z—2)"

n=-—m

com a_p, # 0. Considere-se entao a fungao

Vem

g(z) = Z an (2 — 2)"T = Z Un-m (2 — 20)"

n=-—m
+oo

= Zﬁn (z —20)",
n=0

nm- A fungdo g (z) é portanto analitica em 2y se definirmos ¢ (zy) = a9 =
a_m = lim g (z). Temos entao

~—

~ 1 1 dg
— —qm -
= 09 (20) = nldzm (0)
1 .. d m
= mzlglzlo@(f(z)(z—zo) )

Como o coeficiente ay, 1 = a_1 € o residuo da funcdo f (z) em zj, obtivemos assim a seguinte

férmula para o célculo do residuo num pélo de ordem m !:

Se z = zy ¢ um pélo de ordem m da funcdo f(z), entdo
(14.1)
1 dmfl
Res f (z) = lim

2=z (m—1)! zl—>20 dzm-1

(f (2) (z = 20)™).-

1Uma vez que ndo se usou que a_p, # 0, a férmula é ainda vélida se tivermos um pélo de ordem inferior
a m.
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Exemplo 14.1 Vamos calcular o sequinte integral sobre a circunferéncia de raio 3w centrada
na origem percorrida no sentido positivo:

1
—dz.
\%423# < (ez - 1)

1 > 22 . z
. Como e —1:Z+7+ concluimos que e —1

z(e* —1)
tem um zero simples em z = 0; entao z (e* — 1) tem um zero de sequnda ordem em z = 0,
pelo que f (2) tem um pdlo de sequnda ordem no mesmo ponto e

1. d 1,
IZ{:eOsf(z) B ﬂlli%@<z(ez—l)z>

Considere-se a funcao f(z) =

B d =z
 250dzer — 1
.oef—1— ze?
= lim 5
=0 (e# —1)
. eF—ef — ze?
= lim
=0 2 (e —1)e?
-1 . z
= lim
2 -0 (e —1)
-1
2

Note-e ainda que dentro da regiao delimitada pela circunferéncia |z| = 3w existem mais duas
singularidades isoladas de f(z), sao elas z = 2mwi e z = —2mwi. No proximo cilculo vamos
verificar que estas singularidades sao pdlos simples (de acordo com a Proposi¢io 13.1) e ao
mesmo tempo calculamos os seus residuos por aplicagao da formula (14.1). Temos entdo

. : . (zF2m)
Jm GF2m) fz) = lim oy
_ 1 = lim (z F 2mi)
+27i z—+2rmi (e* — 1)
1 1
= +— lim —
21 z—+2mi €7
1
= +— € C\ {0},
5 € C\ {0}
pelo que estas singularidades sao polos simples e
Res [(2) =+
es z)=+—:.
z=+2mi 271

Finalmente obtemos:

ez — 1) 2=—2m1

% #dz = 2mi (Resf(z) + Res f(z) + Res f(2)>
|z|=37 # ( z=0 z=2mi

= —m.
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14.2 Aplicagoes do Teorema dos Residuos
Integrais de fungoes trigonométricas

Considere-se o seguinte integral
2
/ f(e”) db (14.2)
0

onde f é uma fungao complexa de varidvel complexa analitica sobre a circunferéncia unitaria
centrada na origem. Notando que z = ¢ com 6 € [0,27] ¢ uma parametrizagao da circun-
feréncia |z| = 1, percorrida no sentido positivo, podemos relacionar o integral de varidvel
real (14.2) com o um integral caminho complexo:

2 21 60
) (e’ .,
10 _ 10
/0 f(e’)do = S ie" do
NI
o=t 12

onde a curva |z| = 1 é considerada com o sentido positivo.

0

Neste contexto convem referir que, com z = €%, se tem

e 4 o
2
24271
2

cos (0) =

el _ o—if
21
z— 271

21

sen (f) =

Exemplo 14.2

o 1 1 1 1 1
/ — df = \% 1 ,—dZ:—,% 2—dZ
o 4cos(f)—5 =1 2(2+271) =5z i Jizjm1 222 — 5z +2

= 5 dz = —2mi Res
21 |2]=1 (z—2) (z — %) 21 =1 (2 —2) (z — %)
1 1 —27

Exemplo 14.3

- 11 1
= T ———
/_ﬂ4sen(«9)—5 ﬁ_lzlz—;il—mz : 7|{|_1 227 — 5z -2

_ 1 7{ 1 dr— o L
2 oz (z—142) (2= %) 27 (L —2)
-2

3
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O resultado acima exposto pode ser aplicado a uma mirfade de outras situagoes semelhantes.
E o que se pretende ilustrar nos seguintes exemplos.

Exemplo 14.4

/ cos (30) df = %/ cos (30) df = / 1 (ei30+€—z‘39) 20
0

N —

—T 7T§

1 3 -3 1 1

= —j{ idz:—,<% z2dz+7{ —4dz)
4 )= 02 40\ J 221 lz|=1 ?

— 0,

por aplicagao trivial do Teorema dos Residuos.

Exemplo 14.5 Fazendo a substituicao t = w0

/llf(e”") a0 = %/:f(e“) it
- %ﬂ:l 2.

Exemplo 14.6 Vamos calcular o integral

2 1
/ 1 5
5 2+ cos (%)

Fazendo a mudanga de varidvel t = 5,

2 1 2 [T 1
/ —dx:—/ S )
—2 2+ cos () T J_.2+cos (1)

/2 1 2}{ 1 dz
S =~ 1
_22—1—005(7) ™ |Z\:12+i 1z
2
4 1
— ——dz
) |z|=1 4z + Z2 + 1
4 1
T Jpz=1 (2 +2)" =3
47{ 1
T Jiz=1 (2 42+ V3) (2 +2—3)

Atendendo que ’—2— \/5} =2++v3>1e ‘—2—}—\/5’ —2-3< 1, vem pelo Teorema dos

FEntao

dz.

residuos
2 1 4 1
—— —dxr = —2m R
/_22—1—008(”—2”) v e mz:—Qef\/ﬁ(z—i—2—|—\/§) (z+2—\/§)
= 8 lim 1

c21V3 (2 4+ 2+ V/3)
13
=



