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15.1 Aplicagoes do Teorema dos Residuos
Integrais de fungoes racionais

Considerem-se os polinémios P e ) de grau m e n respectivamente. Iremos supor que
Q (z) # 0 para todo x € R e que n > m + 2, o que garante a existéncia do integral

TP (x)
o Q)

Vamos expor um raciocinio cldssico que permite calcular este integral através do teorema
dos residuos.

dz.

Comecemos por transformar o integral de uma funcao real de varidvel real num integral de
caminho complexo:

+o00 P R P
(z) dr = lim (z) dx
o Q) Rotoo J_p Q (2)
P
= lim (2) dz
R—too J1, Q (2)
onde Ir é o segmento recta sobre o eixo real que liga os pontos z = —R com z = R. Vamos

agora transformar este integral num integral sobre um caminho fechado para que se possa
aplicar o teorema dos residuos:
P(z) P(z)

—dz = P(2) z — —dz
AOTE Rl ST R STk

onde Cr é a semicircunferéncia de raio R e centro na origem, situada no semiplano Im z > 0
(orientada do ponto z = R para o ponto z = —R); e ['r é a concatenagdo das curvas
orientadas I e C'r (sendo portanto uma curva fechada simples orientada no sentido positivo).
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b(z)
Q(2)

Note'—se que, pelo teorerpa dos residuos, fFR
suficientemente grande, i. e.

dz tem o mesmo valor para qualquer R

7 P, _f PG,
VR, R > R, ()d ﬁ? (@d

Tr <

onde Ry é o maior dos médulos dos zeros de @ (z) (Ry = max {|z| : Q (z) = 0}).
A possibilidade de continuar o célculo utilizando o teorema dos residuos baseia-se na seguinte

proposicao (Proposigao 15.1), obtendo-se

SPw PG,
BNIE Rl ST B

onde R é um real positivo qualquer tal que R > R,.

Proposicao 15.1 Seja P (z) um polinémio de grau m, Q (z) um polindmio de grau n, n >
m+2eCr={2€C:|z| =R e Imz>0}. Entao

nmlL P”%&:o

R—+00 Q(z

Demonstragcao. Facilmente se reconhece que o sequinte limite existe

lim M
|zl —+o0 Q (2)

M =w e C.

Pelo que existe M (por exemplo M = 1+ |w|), para o qual se pode afirmar que existe Ry tal
que

2| > Ry = ’%z”_m < M.

Feita a escolha destes nimeros M e Ry, temos, para R > Ry,

Law < [lae

M
< / i | d2| =
Cr |Z|

|dz|

M
< 55— |dz| =
R Cn
M
< .
Rnfmfl
Comon —m —12>1, obtemos
P M
lim / (2) dz| < lim T 0
R—+00 Cr Q (g) R—too Rn—m—1
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Exemplo 15.1 Com as notagoes acima descritas, temos

—+o00 1 R 1
/ dr = lim dx
oo 12t R—+oo |_p 1+ at
) 1
o Rl—lg-loo 1 + 24 dZ

1 1
= lim <7{ 4dz—/ 4dz>,
R—+too \ Jp, 1+ 2 cp L+ 2

entdo, notando que estamos nas condi¢oes da Proposi¢ao 15.1 (m =0<n—2=4-2),

obtemos
oo q 1 1 1
/oo T+ ot /{21“4 : m<z ST 0% 1+z4>

i3

Z—€4 . Z—€e 4

= —|— lim 1 1
Z—>€Z]‘ z—)ei%71 1+Z

Exemplo 15.2 Com as notagoes acima descritas, temos

—+o00 2 1 —+o00 2
/ L dr = —/ B
o 1+af 2 ) o 1425

e
— C
2 it | 1+a:6dx
B
o 2R—>+oo

52
] _(f o, / )
2\Jr, 142 cp L +2

entao, notando que estamos nas condi¢oes da Proposicao 15.1 (m =2<n—2=6—2),

obtemos
+o0o 2 1 2
/ T g = _jg B
0 1+z 2 Jr, 1+2

2 2 2
= Res & s+ Res - s+ Res 2—6 .
2=€' 1+2z 2=e'T 1+z2 z:ei’éél 1+ 2
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Por outro lado

+ T
22 . 22 (Z _ eZE)
Res —— = lim ———7
et 1+ 2 iE 142z

a2 . (z—¢€F
= ) Emﬁ(l—f-izfi)

- 1
us .
= ¢'3 lim —
2—e'6 6z
e's
Ge'e
e 'z
6
—1

Procedendo de forma andloga, vem

oo 12 . ’i£2 1 i£2 1 l-_7r2 1
|t = | O e () e ()



