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16.1 Aplicagoes do Teorema dos Residuos - Lema de Jordan

De forma semelhante & Proposicao 15.1, o seguinte lema permite o cdlculo de certos integrais
de varidvel real.

Lema 16.1 (Lema de Jordan) Se f(z) é analitica no semiplano Imz > 0, excepto pos-
stvelmente num niamero finito de singularidades isoladas, é tal que

Jim max|f(2)] =0,

e se a > 0, entao

lim / f(z)e**dz =0,
Cr

R—o0

onde Cp={2€C:|z|=R e Imz>0}.

Observacdo 16.1 Como a > 0 e Imz > 0, temos |€**| = |e@e Y| = e~ < 1, ( com
z =1z +1iy) é este pequeno factor que permite a conclusao do lema.

Demonstracao. Temos

f(2) € dz
Cr

< / £ ()| dz] < max|f (2)] / eI |2
Cr zeCp Cr

Como por hipdtese max |f (2)| converge para zero, basta agora verificar que o ultimo integral
zeCpr

é limitado:
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porque 2?9 <senf se ) € [0, g] Portanto
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Exemplo 16.1 Seja Cr a semicircunferéncia {z € C:|z| =R e Imz >0} (orientada
do ponto z = R para o ponto z = —R); Ip = {2 € C:|z| <R e Imz=0} o segmento
de recta orientado de z = —R e z = R; e I'g a concatenacao das curvas orientadas Iz e Cpr
(sendo portanto uma curva fechada simples orientada no sentido positivo). Temos
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entdo, notando que estamos nas condi¢oes do Lema de Jordan (Lema 16.1), uma vez que
1

im 5
|z =400 1 4+ 2

- . : »
/+ cosT dr = ]{ e dz = 27i Res e =21 ?Z(Z), —_
oo 1422 r, 1+ 22 z=i 14 22 i+i e
Enquanto em exemplos anteriores aplicamos o Teorema dos residuos para calcular integrais
que poderiam ser calculados por primitivacao elementar, neste ultimo exemplo consequimos
calcular um integral de uma fung¢ao que nao tem primitiva elementar. No préximo exemplo

esta situacao repete-se.

=0 e e =€ coma=1>0,

obtemos

Exemplo 16.2

400 R R =
/ Sen e dr = lim e dr = lim lim < / e dx + / el dm)
_ 5 _

x R—too [ p R—+00 6—0+ x R X

eiz eiz eiz
= lim limIm(f —dz—/ —dz+/ —dz)
R—+00 §—0T Tr z Cr z Cs y4

onde Cs é a curva {z € C:|z| =3 e Imz >0} percorrida do ponto § para o ponto —¢ e
I'r é a concatenagao das curvas Cr e —Cs com os segmentos de recta definidos por Im z = 0
ed < |Rez| < R.

e}

Pelo Lema de Jordan (Lema 16.1) temos

) eiz
lim —dz=0
R—+o00 Cr z

e pelo Teorema de Cauchy ( z = 0 estd no exterior da regido delimitada pela curva T'g)

eiz
7{ —dz = 0.
I'r #

Por outro lado (usando o Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue)

iz T ,idet? ™ _ ™
lim | —dz = lim i6e®dh =i lim [ €% dp =i / do
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Pelo que

400
vp/ seﬂr::v dr =Im (im) = 7.
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