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19.1 Equacoes lineares

As equagdes lineares de primeira ordem (escalares) sao da forma:

dy

Y ra®y=b).

onde sdo dadas as fungoes a (t) e b(t), procurando-se a funcdo y(¢). Geralmente, a um
problema que envolva uma EDQO, estd associada uma condigao inicial

y (to) = Yo-

Ao problema de resolver uma EDO com uma condi¢ao inicial chamamos PVI (Problema
de valor inicial). Vamos agora resolver dois casos triviais da equagao linear.

A fungoes a (t) e b(t) supdem-se continuas num determinado intervalo I, pelo que tém
primitiva no mesmo intervalo e podem, portanto, ser integradas em qualquer subintervalo

de I.

19.1.1 Caso a(t) =0.

Neste caso o problema resume-se a uma simples primitivacao:

dy

Exemplo 19.1 O seguinte PVI

tem como solucgao'

t
y(t):/ e~ ds.
0

-t g2 ~ ~ . .
LA funcdo fo e~ % ds nao tem uma expressao elementar simples mas encontra-se devida,mente tabelada
(distribuigdo normal). Podemos contudo exprimir esta fungéo em temos de séries de poténcias:

t , t +o0 42 too t g2n
e ds = / (—1)"—ds = (=)™ [ —ds
/ )2 O s =0 ("
+

o t2n+1

= 2 (" nl(2n+1)

n=0
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19.1.2 Caso b(t) = 0. (lineares homogéneas)

dy
pra (t)y =0, (19.1)

Se yo = 0, temos uma solugao trivial y (t) = 0. Pelo que no que se segue supoe-se 3o # 0
(pelo que y (t) # 0 pelo menos para valores de ¢ numa vizinhanga de ty). Dividindo a equagao

por y obtemos
ldy
ydt

—a(t),

ou seja
d

1 = —al(t).
Zlogly| = —a (1)

Por primitivacao vem

t
log |y ()] =—/ a(s) ds + log|yol
t

0
e exponenciando sai
£ =+ — [} a(s)ds
y (1) = £yoe M0V,
t
podemos entdo concluir que se yo # 0, entao y (t) ndo se anula nunca porque € Jig o) ds # 0.

Usando novamente a condigao inicial obtemos

() = yoe S0

Note-se que esta formula ¢ ainda vilida no caso yo = 0 (por verificagao directa). Por outro
t / t /
lado se y (t) tem esta forma, entao y' (t) = (yoe_fto a(s) ds) = yoe i@ (— ftz a(s) d8> =

—a (t) yoefftto “ds — g (t)y (t). Ou seja, uma funcio y (t) é solugao de (19.1) sse tem a

forma
y(t) = Ke oWt

onde K é uma constante arbitréria.

Exemplo 19.2 Considerando o sequinte problema de valor inicial
{ y+costy =20
y(0)=1 ’

temos
y (t) _ Keffcostdt _ Kefsent7

1=y(0) = K,

portanto a solucdao é
y (t) —e sent

Mudando a condi¢ao inicial paray (0) = 0 obteriamosy (t) = 0, Vt. Considerando a condi¢io
inicial y (2) = 3, obteriamos

Y (t) _ 36—(sent—sen2) _ 3esen2e— sent
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19.1.3 Factor de integracgao

Consideremos agora o caso geral

YViay=v0) . wl)=w (19:2)

Multiplique-se (19.2) por p (t) = elio @) (# 0) (factor de integragao) *:

dy
poy Halt) py=p(t)o(D),
d
mas d_/: =a(t)p , donde
dy du
4+ By =u@)b(t
poy + oy = n ()0 (D)
e, de acordo com a regra de derivacao do produto,
d

= () = p () b(2).
Integrando entre ¢, e t, vem
H 9O = ) o) = [ ()b s

e como i (tg) =1 e y (to) = yo, Obtem-se

_ Y )y
y@‘uw+4u@“)”

Mas ~ ((j)) = el T fig T _ o= ]! “dr | donde:
I

19.1.4 Solucao

t t t
y (t) = yoe "D 4 / e~ s a7 (5) ds

to

Teorema 19.1 Seja I um intervalo aberto de R e a(t) e b(t) duas fungdes continuas em I.

Entao o problema
d
S raOy=b0 . yl)=u.

tem uma tnica solucao dada por

t t t

to

que estd definida em todo o intervalo I e é de classe C*.

2Por razoes estéticas, escreve-se por vezes y e u em vez de y (t) e u(t) , respectivamente.
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19.1.5 Exemplo

Exemplo 19.3 Vamos resolver o sequinte PVI

dy 1
- u=1
at 11 :
y(0) =0

Como a equagao é linear podemos desde jd garantir que o intervalo de definicao da solugao
¢ |—1, +oo[, porque a equagao nao estd definida parat = —1 e o instante inicial é

to=0¢€ ]—1,+OO[.

Multiplicando a equagao por um factor de integragdo ji, temos

dy 1
Mdt 1 +t'uy = M,

que & equivalente a equacao

d

— — 19.3

o (1Y) = n. (19.3)
se

dp _ 1

at ~ 1+t

Portanto (para t € |—1,+00])
o= Kel Tadt — [ elog(1+1)
= K(1+1t).

Tomemos 1 = 1 +t. Entdo de (19.3) vem

%((1+t)y):1+t

e por integra¢ao
2

t
(1+t>y=t+§+6.

De y (0) =0, obtemos ¢ =0 e a solugdo pretendida




