20 a Aula 2004.10.29 AMIV LEAN, LEC Apontamentos

(Ricardo.Coutinho@math.ist.utl.pt)

20.1 Equacgoes Separdaveis

Vamos agora considerar equacoes diferenciais da forma:

dy _ g(t) _
- m 5 y (to) = vo, (20.1)

onde g e f sao funcoes continuas.

20.1.1 Primitivagao

Temos

f(y)%zg(t)-

Seja F' (y) uma primitiva de f (y), i. e. F' (y) = f (y), entdo

F )Y =0,

Donde
d

EF(y)Zg(t),

porque %F (y(t)) = F'(y (1)) % (t), (derivacdo da fungdo composta). Sendo G (t) uma

primitiva de ¢ (t), obtemos
Fy@®)=G(t)+c (20.2)

Onde a constante ¢ é determinada pela condigao inicial y (t9) = yo:

c=F(y) — G (t)

20.1.2 Inversao

A relagao (20.2) dd-nos a solugao pretendida se definir implicitamente y (). I. e. se F (y)
for invertivel numa vizinhanga de 1o. De facto se F~! & a fungao inversa (local) de F,
obtemos

y(t)=F (G () +c).
Podemos garantir a existéncia de F~! - fungao inversa (local) de F' numa vizinhanga de
Yo - através do Teorema da funcao inversa com a condicao de F' ter derivada continua e
F" (y0) # 0. Ou seja se f (y) for continua numa vizinhanca de y =y, e

/ (yo) # 0.

Esta condicao é suficiente para garantir a invertibilidade de F', mas nao é uma condicao
necessaria como poderemos ver no Exemplo 20.3 mais a frente.
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20.1.3 Solugao
Teorema 20.1 Seja

1. g (t) um fungao continua na vizinhanga do ponto t = ty,

2. f(y) um fungdo continua na vizinhanga do ponto y = yo e tal que f (yo) # 0.

Entao o problema dy  g(t)
—_— === Y (tO) = Yo,
da  f(y)

tem wma tunica solugio y (t) de classe C' definida numa vizinhanga de t = ty, definida
implicitamente pela relacao

Fy(t) =G()+c,

onde F' é uma primitiva de f, G uma primitiva de g, e c = F (yo) — G (o).

20.1.4 Exemplos

Exemplo 20.1 Considere-se o PVI (problema de valor inicial)

d
& cos’ycost com y(0)=.
dt
1
Temos — = cost, primitivando vem tgy = sent + ¢, e pela condi¢do inicial y (0) = 7,
cos?y dt

concluimos tgy = sent. Invertendo a funcao tg numa vizinhanga de w, obtemos

y = m + arctg (sent)

Exemplo 20.2 Considere-se o PVI (problema de valor inicial)

dy t
— = com 0)=m.
dt  cosy y(0)
dy . .y t2 .~ e e .
Temos cos yﬁ = t, primitivando vem seny = 5 + ¢, e pela condigao inicial y(0) = 7,
concluimos seny = % Invertendo a funcao sen numa vizinhanga de w obtemos
t2

Yy = T — arcsen 5

t2
Esta solucao estd definida para —1 < 3 <1, ou sejat e ]—\/5, \/5[

Exemplo 20.3 Considere-se o PVI (problema de valor inicial)

d
de—i =3t com y(0)=0.
3 t9
Primitivando vem T =3 + ¢, e pela condi¢ao inicial y(0) = 0, concluimos y* = t°.
Invertendo a funcdo 13, obtemos
y(t) =t

Esta solucao estd definida todo t € R.



