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25.1 Lema de Gronwall

Para terminar a demonstragao do Teorema de Picard-Lindelof, falta agora provar que a
solugao que determinamos ¢é tnica. Para conseguir este objectivo necessitamos do seguinte
resultado auxiliar.

Lema 25.1 (Lema de Gronwall) Seja I um intervalo de R , L um real positivo, to € I e
u (t) uma fungao tal que:

a) u é continua em I.
b)vtel, wu(t)>=0.
c)vtel, u(t)<L
Entao vt € I, wu(t)=0.

ftiu(s)ds‘.

¢
Demonstragao. Seja U (t) :/ u(s)ds.

to

dU
1) Para t >ty temos U (t) > 0 e a condigao 3. escreve-se o= uw< LU.

dUu d
Donde ge’L(t’tO) — LUe 1) < 0 ou seja 7 (UB’L(t’tO)) < 0.Integrando esta relacao
entre to e t obtemos U (t) e Lt — 17 (¢5) < 0 e como U (to) = 0 vem U (t) < 0.

Pelo que, para t > ty, obtemos U (t) = 0.

2) De modo andglogo para t < to temos U (t) < 0 e a condicao 3. escreve-se — =u < —LU.

dt

d
Donde 4L el(t=to) 4 [ el(=t) L 0, ou seja p (Uelt=1)) < 0. Integrando esta relacio entre
tety (t <tp) obtemos U (tg) — U () X% <0, e como U (t5) = 0, vem U (t) > 0.

Pelo que, para t < ty, obtemos ainda U (t) = 0.

3) Finalmente, como a fungao U () é constante a sua derivada u (t) ¢ a fun¢ao nula. m

25.2 Demonstracao da unicidade no Teorema 24.1

Se y (t) e g (t) sdo solugdes do problema (24.1) num certo intervalo I e portanto solugoes de
(24.2) podemos por

y(t)—w:/t f(5,9(5)) ds‘/t f (5,3 (s) ds
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pelo que, usando a hipétese de f (t,y) ser localmente lipschitziana em relagdo a y em D,
obtém-se

ly (t) =9 (s,y(s)) = f (5,4 (s)) ds

/Iy (s)| ds.

Entao a funcdo u (t) = |y (t) — 7 (t)| satisfaz as condigbes do Lema de Gronwall concluindo-se
y(t) = 7 (t) (para qualquer ¢ suficientemente préximo de ty - para se poder usar sempre a
mesma vizinhanca onde f (¢,y) é lipschitziana); ou seja: numa vizinhanga de ¢y s6 existe
uma solucao do problema (24.1).

</t 1 (5.5(5) = £ (5,5 ()] ds

25.3 Prolongamento de solucoes

O seguinte teorema precisa o conceito de intervalo maximo de definigao que j4 utilizamos
anteriormente de uma forma intuitiva. Afirma que a solugao pode ser prolongada enquanto
nao sair do dominio D aonde as condicoes do Teorema de Picard-Lindelof sao satisfeitas.
Em particular quando D = R?, as solugoes podem ser prolongadas até que expludam (i. e.
até que a solugdo ou a sua derivada deixem de ser limitadas).

Teorema 25.2 Seja D C RxR um conjunto aberto e f: D — R , tal que

a) f é continua em D

b) f(t,y) € localmente lipschitziana em relagao a y em D.

Seja ainda (pelo Teorema de Picard-Lindeldf) y (t) tal para certo intervalo aberto' I, se tenha

Vtel %(t)Zf(t,y(t))-

Entao existe um intervalo mdximo de defini¢ao |a,b[ D I , tal que y(t) admite um
prolongamento a este intervalo de tal forma que

vieladl L) =7y

e verifica-se obrigatoriamente pelo menos uma das sequintes propriedades caracterizando o
ponto b (respectivamente, o ponto a):

i) b= +o0 (resp. a = —o0).
ii) y (t) ndo é limitada numa vizinhanca & esquerda do ponto b (resp. & direita do ponto a).
d
iii) d—ZZ (t) nao é limitada numa vizinhanga & esquerda do ponto b (resp. a direita de a).

iv) lirl? y(t) = B existe em R, mas (b, 3) € D (resp. lim+ y(t)=a€Re(a,a) € D).
t—b— t—a

!Obviamente que o intervalo aberto I tem ser tal que {(t,y (t)):t € I} C D.
20nde OD designa a fronteira de D; como D é aberto, estd-se a afirmar que (b, 3) ¢ D (resp. (a,a) ¢ D).
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25.4 Comparacao de solucgoes

Apesar de muitas vezes nao ser possivel determinar exactamente e explicitamente as solucoes
de certas equacoes diferenciais é muitas vezes possivel uma anédlise rigorosa comparando as
solugoes desconhecidas com solugoes de equacoes diferenciais que sabemos resolver explici-
tamente.

dy

Exemplo 25.1 Considere-se o PVI: o ?+y* com y(1)=0.
Temos, parat > 1, — > 4> + 1, o a ! Y S 1E set > 1, vem arct (t) —
emos > , ou se > 1. F, se , vem arc

arctg0 > t — 1 e ainda y(t) > tg(t —1).Como limltg (t —1) = 400, concluimos que
t—5+

existe t1 € |1,% + 1] tal que thr? y (t) = +o0,i.e. a solugdo y (t) do problema de valor inicial
—1l1

considerado explode?.
Para sistematizar este tipo de raciocinios vamos enunciar o seguinte Teorema.

Teorema 25.3 Sejam D C RxR um conjunto aberto e as fungoes f : D — R eg: D — R,
continuas em D e tais que pelo menos uma delas é localmente lipschitziana em relagao a y
em D. Suponha-se ainda que (para (t,y) € D) fty) <gl(ty).

Dados (to,up) e (tg,vo) tais que (to,up) € D, (tg,v9) € D e ug < o,
considerem-se u (t) e v (t) solugées dos sequinte problemas

du dv
pri f(t,u) com wu(ty) =up e = (t,v) com wv(ty) =wo

respectivamente, ambas definidas no intervalo [ty,b] com b > ty. Entdo:

Vit € [to, ] u(t) <wv(t).

Demonstracdo. Considere-se por absurdo que para certos' t, e ty tais que ti,ts € [to, D],
t1 < ty se tem
u(ty))=v(t1) e u(t)>v(t) para t € |ty tof.

Vamos supor que é a fun¢ao g que é localmente lipschitziana em relagdio a y em D (a
demonstragao, no caso de ser f a fungao que é localmente lipschitziana, é andloga). Entdo
existe uma vizinhanga V- do ponto (t1,v (t1)) tal que para quaisquer (t,y1), (t,y2) € V se tem

lg (t, 1) — g (s,92)| < L |y1 — 2l -

Usando a continuidade das solugdes, seja ty € ty,ts] tal que para t € }tl,fQ[ se tenha
(t,u(t)) € Ve (t,v(t)) € V. Entdo para t € |ty, 15[ temos’

. . . ~ - . d
3Podemos conluir com um raciocinio semelhante, que todas as solucoes da equacao diferencial d_?z = 12492

explodem.
4Mais rigorosamente t; = inf {t > to:u(t) >v(t)} e to=inf({t >t :u(t) <v)}uU{b}).
®No caso de ser f a funcao que é localmente lipschitziana usamos de forma ansloga:

w(t)—v(t) = / (f (s,u(s)) — g (5,0 (s)) ds < / (f (s,u(s)) — f (5,0 (s))) ds.
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t

u(t)—v(t) = u(tl)—l—/t f(s,u(s)) ds—v(tl)—/g(s,v(s)) ds

t1

= /t (f (s,u(s)) —g(s,v(s))) d8</t (g (s,u(s)) —g(s,v(s))) ds

1

< L/ (u(s) — v (s)) ds

t1

Entéo pelo Lema de Gronwall concluimos que u (t) — v (t) = 0 para todo t € }tl, to [, contra-
riamente a hipdtese. m

dy t2
Exemplo 25.2 Considere-se o PVI: L =————— com 0) =0.
P dt  eYy+cos?t y(0)
12 t?
Vamos considerar a sequinte majoracao do campo: ————— < — e o sequinte PVI
g Jorag P ey + cos2t ey g
dv  t?
— =— com v(0)=0
dt ev (0)

Temos entao, pelo Teorema de Picard Lindeldf, que cada um destes problemas define uma
dnica solugao, y(t) e v (t) respectivamente. E pela proposicao anterior vem, para t > 0:
y(t) < v(t). Mas a equagdo que define v (t) é separdvel e facil de resolver, obtendo-se
sucessivamente (para t = 0)

dv t° t?
7 i v (t) = log ( 7 T )
2
Por outro lado como —————— > 0 concluimos que y (t) é crescente. Portanto 0 < y (t) <
e¥ + cos?t

3
log <§ + 1), em particular pode-se concluir que y (t) nao explode para t > 0 e consequen-

temente o seu intervalo de defini¢iao contém o intervalo [0, +0o0].

dy t2
Podemos agora utilizar a desiqualdade vy (t) < lo (ﬁ + 1) em — = —————  para obter
g g y(*) &\ dt  eYy+cos?t p
dy t2 t2 t2
— 2 = Z
dt 3

3 3 .
elog<%+1> + cos?t % + 1+ cos?t % +2

t3
Integrando entre 0 et esta ultima desigualdade, obtemosy (t) > log (§ + 2) —log 2. Portanto,

apesar de nao consequirmos obter a solugao y (t), deduzimos a sequinte estimativa:

3 ¢
og (5 +1) <w(0 <og (541 pamezo
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Apéndice: Demonstracao do Teorema 25.2

Demonstragcao. A demonstracao divide-se em trés partes, a saber: 1. primeiro mostra-se
a existéncia de um intervalo de definigdo maximo (que corresponde a algo muito intuitivo
e que nao envolve raciocinios elaborados, contudo exige um elevado nivel de abstraccao);
2. seguidamente mostra-se que quando nenhuma das trés primeiras propriedades se verifica
entao existe tlir;} y (t) (resp. tl_1)m+ y (t)); 3. por fim, prova-se por contradigdo simples que
estes limites quando existem nég podem pertencer a D.

Pelo Teorema de Picard-Lindelof, da solugéo y (t) dada necessitamos apenas de conhecer um
valor ty € I e yo = y (to), que vamos fixar para iniciar a primeira parte da demonstracao.

1. Seja C* (D) o conjunto das fungoes de classe C' que tém o seu grafico contido em D, i.e.

c'(D)= |J C" (tats: D)
t?(;t<thbR
onde C' (Jt,, 1] : D) ¢ o conjunto das fungoes 1 (t) com dominio |t,, t;[, diferencidveis neste
intervalo e com derivada continua, tais que para todo t € |t,, ;[ se tem (¢, (t)) € D. Dada
uma fungao ¢ € C' (D), designe-se por I(1)) o seu dominio (que é sempre um intervalo
aberto). Defina-se agora o conjunto de solugoes

S={vec D)ieIw) A vl =m A ETW) T =FEvm),

e o intervalo maximo de definigao

Ja, b = [ J T(¥).

Ppes

Sejam 1, {b € S, entao pelo resultado de unicidade do Teorema de Picard-Lindelsf obtemos

¥ (t) = 1 (t) para qualquer® ¢t € T () NI (1/1) Portanto, para cada ¢ € ]a, b| podemos definir

y (t) =1 (1), onde ¢ é qualquer funcdo pertencente a S tal que t € I(¢)). Esta funcao y (t)
estd entao bem definida em |a, b] e é a extensdao mdxima’ que qualquer solugao do problema

d
de valor inicial d_i = f(t,y) com y (t9) = yo.

2. Sendo |a, b] o intervalo maximo de definigao atrés definido, suponha-se que nao se verificam
para b nenhuma das propriedades i), ii) e iii). Portanto b € R, y(¢) é limitada numa

vizinhanca a esquerda do ponto b e d_i () é limitada numa vizinhanga a esquerda do ponto b.

6De facto, se por absurdo fosse © (ty) # 1 (t2) para certo t, € I(1) N I({p), definindo t; =

inf{t:t>to e w(t);é{b(t)}setg>t00ut1=sup{t:t<t0 e w(t)#{p(t)}setg<t0,obt1’nhamos,

por continuidade, que ¥ e 1) eram solugoes localmente distintas do seguinte PVI

W)=y com y() =) =dm),

contrariando o Teorema de Picard-Lindelof.
"Mais precisamente, y € S e qualquer outra funcio v» € S é uma restricdo da funcao y.
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Das duas primeiras hipéteses concluimos que ou existe lim y (¢), ou existem dois sublimites
t—b—

distintos de y (t) quando t — b~. Sejam entdo [3; e 3, dois sublimites de y (t) quando t — b™.
Portanto, existem sucessoes r, e s,, ambas convergentes para b por valores a esquerda deste
ponto tais que

lim y(rn) =P e lim y (Sn) = B,

rn—b~ sp—b~

d d
Mas como d_gt/ (t) é limitada numa vizinhanga a esquerda do ponto b, digamos d_i (t)‘ < M,

temos

o) -yl =| [ 2

/'@um4<m—%ML

pelo que
Tim [y (1) — 9 ()] = 0,
ou seja 31 = f,. Concluindo-se a existéncia do limite tlirg} y ().
Com um raciocinio simétrico conclui-se do mesmo modo, que quando nao se verificam para
o ponto a nenhuma das propriedades i), ii) e iii), entao existe tlilﬂ y (t).

3. Se por absurdo
lim (¢,y(t)) = (b, 5)

t—b—
com b # +o00, | 5| # +oo e (b, ) € D\OD (note-se que (t,y (t)) € D para qualquer ¢ € Ja,b| e
portanto por continuidade (b, ) nao pode pertencer ao exterior de D). Entao pelo Teorema
de Picard-Lindelsf o problema de valor inicial d_:f = f(t,u) com u (b) = 8 tem solugao u ()

definida num intervalo |b — e, b + €[ para certo € > 0. Considerando

(t):{y(t) set € la,b

u(t) setebb+el

d
m = = lim f(ty(0) = £ (5,5) = lim f (t,u(®))
_ du
oo db

concluimos pelo Teorema de Lagrange que 7 ¢é diferencidvel em ¢ = b e portanto uma solucao
do problema de valor inicial d—zt/ = f(t,y) com y (ty) = yo. Obtemos entdo uma contradi¢ao
com o facto de |a, b[ ser o intervalo de definigao maximo.

Com um raciocinio simétrico conclui-se do mesmo modo, que é absurdo que

lim (¢,y(t)) = (a, )

t—at

com a # +00, |a| # +oo e (a,a) € D\OD. m



