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26.1 Sistemas de equacoes diferenciais
26.1.1 Definicao

Considere-se f: D C RxR"™ — R", continua no conjunto aberto D

Vamos considerar a seguinte equagao diferencial ordindria vectorial de 1* ordem:

dy
(onde a incégnita y é uma funcao de varidvel real - i. e. em R - com valores em R™).
Uma vez que f tem n funcoes coordenadas fi, fa, ... f, - fungoes de RxR"™ em R - tal como
y tem n fungoes coordenadas ¥y, vz, ... Y, - fungdes de R em R -a equacao acima é um
sistema de equacoes diferenciais:
( dy]_
—t = fl (ta Y1, Y2, -, yn)
Y2
E = f2 (t7 Y1, Y2, -, yn>
dyn
L E = fn (t>y17 Y2, 7yn>
Uma condicao inicial y (t9) = yo ¢ um conjunto de n condigoes:
yi(to) = you
y2 (to) = Yo
Yn (t0> = Yon

Exemplo 26.1 O sequinte sistema de equacoes diferenciais

dz 9

T =y 4+ xsenz +ysent

g_gl{ =22 + ycost com as condigoes iniciais x(1)=0,y(1)=0ez(1)=n
V4 2

— =gy — 2€!

at Y

pode ser escrito na forma % = f(t,y) com a condigao y (to) = yo, onde

x(t)
y(t) = |y ()

z (t)

e f(ty)=f(t,z,y,2) = <y2+xsenz+ysent, 22 + 3 cost, xy—2€t2)
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26.1.2 Teorema de Picard-Lindelof

O enunciado e a demonstracao do Teorema de Picard-Lindelsf ficam formalmente inalterados
(substitui-se apenas o médulo pela norma em R” e considera-se y com valores em R™) quando
se consideram equagoes vectoriais generalizando as equacoes escalares.

Teorema 26.1 (Teorema de Picard-Lindel6f) Seja D € RxR™ — R™ um conjunto
aberto, f: D — R"™ e (to,yo) € D , tais que

a) f é continua em D

b) f(t,y) é localmente lipschitziana em relagio a y em D.

L e. , para cada ponto (t,y) € D existe uma vizinhanga V' de (t,y) e L > 0 tal que
para quaisquer pontos (t,y1) e (t,y2) pertencentes a D

1 (&) = F (6 y)ll < L lyn = el -

Entao o sequinte problema de valor inicial

dy

P = f(t,y), y(t) = wo,

tem uma tnica solugio y (t) (de classe C*) definida numa vizinhanga de ty.

26.2 Sistemas lineares escritos na forma matricial

Vamos considerar equagoes da forma

d
Ay +B(t
Y =AY+ (t)

onde A é uma matriz quadrada n x n constante (ndo depende de t) e B (¢) ¢ um a funcao
com valores em R™ (ou seja, na nossa notacao, com valores nas matrizes n x 1). Se B () =0,
diz-se que a equacao ¢ homogénea .

Exemplo 26.2 Considere-se o sistema

( dx
— =21
dt
d
d—i{zx%—y—é
d
\ d—j:x+y—|—z—2et

y(0) = 2(0) = 1. (Facilmente se obtém, por integra¢ao

com as condigoes iniciais x (0) =
= 2 (t) = €'). Este sistema pode ser escrito na sequinte forma

sucessiva, que x (t) = y (t)

d
matricial 7Y = Ay + B (t):

'Note-e que (t,71) e (t,92) tém a mesma primeira coordenada.
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i = 1 00 T 0
di 1L 10| |y |+]| —¢
z 111 z —2¢!

. , . o d .
A equacio homogénea associada é —y = Ay correspondendo ao sistema

dt
(d_’r—x
5
ay _
dt—x—i-y
%—x—i- +z
C dt Y

No que se segue iremos primeiramente considerar sistemas homogéneos

d
—y=A
d ty Y,
onde A é uma matriz quadrada n x n constante.

A solugao geral no cason =1, é

y = etle.

Vamos ver que esta expressao continua a fazer sentido no caso n # 1.
26.3 Exponencial de matrizes
26.3.1 Definicao de exponencial

Seja A uma matriz quadrada, entao e exponencial desta matriz é definida por.

1 1 =1
A _ 2.~ A3 _E_ k
e —Id+A+2!A +3!A + _k,ok!A

26.3.2 Convergéncia da série que define a exponencial

Pode-se mostrar e®

quadrada A o limite

existe qualquer que seja a matriz A. Ou seja que para qualquer matriz

N
existe’. Ou seja existe o limite de cada uma das entradas da matriz ) LAF.
k=0 "

2De facto se M for um majorante do médulo das entradas da matriz A, entdo M*n*~1 é um majorante do
médulo das entradas da matriz A¥ (k > 1), onde n é a dimensdo da matriz A. Entao M*n* é um majorante
do médulo das entradas da matriz A¥ (k > 0) e €M™ é um majorante do médulo das entradas da matriz
N

%Ak. Pelo que as séries que definem cada uma das entradas de e® sdo absolutamente convergentes.
k=0
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26.3.3 Exemplo

Exemplo 26.3 Considere-se a matiz
2 1
=10 o]

entdo A? = [ é (2) ], A3 = [ 3 é } e por indug¢ao mostra-se que

ko ok—1
Ak:{QO 20 } para k > 1.

Entao, de acordo com a definicao de exponencial de uma matriz, temos

+oc0 1
A L AKk
e’ = k!A
k=0
“+o0o
10 1 [ 2k 2k
- [o 1%25{0 0 }
k=1
i +o0o +o0
1 1 1
1 —2k = — ok
T Amt 3l
= k=1 k=1
1
r “+oo “+o0o
1 1
k k
D ERTIEEY
— k=0 k=0
0 1
T, 1
_ e? 5(62—1)
0 1
Da mesma forma, com t € R, temos
tA — t* k
e = EA
k=0
i +oco Lk +oo
o TRk,
B HZEQ §ZE2
= k=1 =1
0 1
o, 1
_ e2t 5(6%_1)
0 1
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26.4 Funcoes matriciais
26.4.1 Definicoes

Vamos trabalhar com matrizes A em que cada uma das suas entradas [a;;] ¢ uma funcao de
varidvel real. Dizemos funcoes matriciais de varidvel real.

dA daz~
Se as entradas da matriz A s@o [a;], entdo as entradas de o Sa0 { dtj

de [Adt sdo [[a;;dt]; as entradas de [PAdt sdo [ f;aijdt:|. A matriz A diz-se continua

(diferencidvel; integravel; primitivdvel; etc...) se as suas entradas [a;;] forem todas elas
fungoes continuas (diferencidveis; integraveis; primitivéaveis; etc...).

1; as entradas

26.4.2 Propriedades

Proposicao 26.2 Se C é uma matrizm X p e D é uma matriz p X n, entao

d dC JD
L D)= Ep L
5 (CD) = D+ C

Demonstracao.

26.5 Derivada de uma exponencial

Teorema 26.3 Seja A uma matriz quadrada constante. Entao a fun¢ao matricial E (t) =

e'® satisfaz as sequintes propriedades

CB(1)=AB()=B()A ¢ E(0)=Td

onde Id representa matriz identidade.
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Demonstracdo. Cada uma das entradas da matriz e é uma série de poténcias (conver-

gente para todo ot ) que pode portanto ser derivada termo a termo. Temos entdo

d d X
—E(t) = — —AF
dt () dt — k!
+o0 _
_ k,tk lAk;
k!
k=0
+oo k—1
t
= AF
2 G
+oco L
_ k1
— EA
k=0
Mas
= t k+1 a tr k41

p— 1 —_ k pr— 1 —_— k
— Nhgéo (,;_0 k!A ) A A]\}LII;O< k:!A >
= E()A=AE(1).

Por outro lado
t3

3
3!A 4+ ...

2
et = Id+tA+%A2+
Pelo que E(0) =1d. =

Observacao 26.1 Com essencialmente a mesma demonstracao temos

%E(t):AE(t):E(t)A e E(t)=1d

se E(t) = elt-to)A,
Coroldrio 26.4 (eA)_1 —e A
Demonstracao. Considere a fungdao matricial
D (t) = e "Ae.

Temos de acordo com os resultados precedentes:

d d d
D) = (LetA)otA L otA [ L
dt ®) (dt > + dt
_ _AeftAetA + e—tAAetA
= 0
Portanto todas as entradas desta matriz sao funcoes constantes porque as suas derivadas sao

nulas, ou seja a matriz D (t) é constante. Entao
e e =D()=D(0)=1d



