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27.1 Solucoes do sistema homogéneo

Teorema 27.1 Seja A uma matriz n x n (constante), yo ER™ e to€R. Entdo o sequinte

problema de valor inicial
d

oY = Ay com y(ty) =yo

tem uma dnica solugdo y (t) definida para todo t € R que pode ser calculada pela férmula

y (1) = ey,
Demonstragcao. De acordo com o Teorema 26.3 e o Coroldrio 26.4 temos

(t—to)a @ .
(t)=Ay(t) & e t")A%y (t) —e ™R Ay (1) =0
d

- (e Tty (1) =0
o e (tto)Ay (t)—y(t)=0&y(t) = elt—to)Ay (to)

EY
&

|

Observagao 27.1 O Teorema 27.1 (e a sua demonstra¢io) mantém-se inalterado se substi-
tuirmos yo €R"™ por yo €C". Obtendo-se portanto, uma tinica solugao'y (t) com valores em
C" definida para todo ot € R.

Exemplo 27.1 Considere-se o sequinte sistema de equagoes:

dz
£ [ [
com
_y:() Yy Yo
dt

AHNIH

d 2 1
£y:Ay com A:[O 0}.

De acordo com o Teorema anterior e com o exemplo 26.3 a solucao é dada por

1
20t—to) = (,2(t—to) _
{ x(t) } — elt—to)A { ) ] _ e 0 2 (e 0 1) l Zo }
y(¢) Yo 0 1 Yo

zoe2(t—to) 4 % (e2tt0) — 1)
Yo
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ou seja
2 (t) = (wo+ L) 20— Loy (1) =y,

Coroldrio 27.2 Sejam A e B matrizes n x n tais que AB = BA. Entao

eAeB — oATB

Demonstracdo. Comecemos por notar que da definicio de e® e de AB = BA se obtem

eAB = Be®. Dado v um vector qualquer de dimensdo n e defina-se y (t) = eeBv ¢

y (t) = !By Entdo

% = Ac®eBv + e*BeBv = Aee'Bv + Bete'By
= (A+B)y,
tal como p
Ef’ =(A+B)y.

Uma vez que 'y (0) =y (0) = v, pela unicidade de solugao vem

etAotBy — of(A+B)y,

Y

como esta iqualdade é verificada para todo o vector v, obtemos a igualdade matricial

elAo!tB A+B)

= et(

Corolario 27.3 Seja A uma matriz n X n. Para quaisquer reaist e s tem-se

elAgsA _ o(t+s)A

Demonstragao. Basta aplicar o Coroldrio 27.2 para as matrizes tA e sA. m

Teorema 27.4 Seja A uma matriz n X n (constante). Entdo as solug¢des da equagao dife-
rencial

d
Zy=A
-y = Ay

constituem um espacgo linear de dimensao n.

Demonstragcao. Sejam y, e ys duas solucoes da equacao e o e o dois escalares; entao
Y =a1y1 + aoys € ainda uma solu¢ao da mesma equagao, de facto

d d d

%y = 041@3’14—042%}’2

= ai1Ay; + axAy,
= A(aiy1 + any2)
= Ay.



27d AULA 2004 1 1. 1 7 | AMIV LEAN, LEC ‘ APONTAMENTOS (RICARDO.COUTINHO@MATH.IST.UTL.PT) 3

Pelo que as solugoes constituem um subespago linear (do espago das fungoes definidas em
R e com wvalores em R™ ou C"). Para concluirmos que a dimensdo deste subespaco é n
basta verificar que para quaisquer solugoes yi, ys2...y; e para quaisquer escalares oy, ou...q
, temos de acordo com o Teorema 27.1 que

e A (any1 (1) + azy2 (1) + -+ + ajy; (1) = ary1 (0) + asys (0) + -+ - + a;y; (0).

Portanto as solucdes y1 (1), y2 (t)...y; (t) sdo linearmente independentes sse os vectores (de
R™ ou C") y1 (0), y2(0)...y; (0) também o forem. m

27.2 Solucoes dadas por vectores e valores préprios

Proposicao 27.5 Um vector v é um vector proprio da matriz quadrada A correspondente
ao valor proprio \ sse'y (t) = €*v é uma solugdio nao trivial de Ey = Ay.
Demonstracao. Basta notar que

% (et)‘v) = A (e“‘v) o \ePv =eAv & v = Av.

Proposigao 27.6 Seja A uma matriz n X n de entradas reats. Entioy : R — C" é uma
d

solugdo de 7Y = Ay sse u(t) = Rey (t) e v(t) = Rey (t) sao solugoes reais da mesma

equacao.

~ d . .
Demonstracao. Sey : R — C" ¢ tal que %y = Ay entao fazendo o complexo conjugado

d —
obtemos %?: Ay uma vez que A = A. Somando as relagdes anteriores e multiplicando por

1

3 obtemos

d d d1 1 d
b e AV AT 2 ) = A= V) < —u = Au.
Yty y + y@dtQ(er.V) 2(y+>’) L u=Au

Do modo andlogo

d d_ 41 _ 1 _ d
pr —%y—Ay—Ayﬁ%Q—i(y—Y)—AQ—Z.(y—Y)@@V—Av,

0 que prova a condi¢cao suficiente.
Por outro lado se u(t) e v (t) sao fungoes de R em R™ tais que

%u:Au e av:Av.

entao

d .d : d : :
Eu—i—z%v = Aut+iAv & pm (utiv) = A (u+iv)

0 que prova a condi¢ao necessaria. M
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Exemplo 27.2 Considere-se o sequinte sistema de equagoes:
i xT = 1 -1 T
d

1 -1
%y—Ay com A—[l 1 ]

Para de acordo com a Proposicao 27.5 determinarmos uma solucao deste sistema, vamos

calcular os valores proprios da matriz A.

1-A —1
det(A—A)=0 < det{1 1_)\}20
& (1-N?+1=0
&S A=141

Determinemos um vector préprio correspondente ao valor proprio A=1 + 1.

“ 1_1] ﬁf] :(1+i){§f}(:)X—Y:(1+i)X<:>Y:—z'X

Por exemplo { ii ] = { _12 ] Entio y = e(tht [

1. 1 é solugao do sistema. Ou seja
y(t) = | €' (cost+isent)
et (sent —icost)

De acordo com a Proposicao 27.6

elsent —elcost

u(t):{

el cost }

v |

elsent }

sao solugoes (reais) do sistema. Entdo de acordo com o Teorema 26.7 temos que a solu¢do

geral é

x (t) _ et | Cost Lol sent

y(t) | sent 2 —cost |’
Mas de acordo com o Teorema 26.4 também é

[ﬂﬁ(t)}_ tA|:l'0}
=e .
y(t) Yo

Comparando estas expressoes, primeiro com t = 0 e depois com t qualquer, concluimos que
€1 = Tg; Ca = —Yo € depois que

‘At | cost —sent
e =
sent cost



