28 a Aula 2004.11.19 AMIV LEAN, LEC Apontamentos

(Ricardo.Coutinho@math.ist.utl.pt)

28.1 Exponencial de matrizes semelhantes

Proposicao 28.1 Se A = SIS~ onde A, S e J sio matrizes n x n *, (com detS # 0),
entao
e =Se/S7!

Demonstracdgo. Temos A = SIS, donde

A?=8JS'SsJSt=s8J28! . A% =8J°S718JS ! =SJ3s!
e por inducao
Af =SJts
para todo k € N. Entao
1 =1 =1
A — Z HAk _ Z HSchSfl - S (Z HJk) g1 _ ge/§ 1!
k=0 k=0 k=0

28.2 Exponencial de matrizes diagonalizaveis

Sabemos da Algebra Linear que muitas matrizes sdo diagonalizdveis; ou seja ¢ frequente a
situacao em que dada uma matriz A é possivel calcular uma matriz mudanca de base S e
uma matriz diagonal A tais que A = SAS™!. Pela Proposicio 28.1, podemos entdo calcular
a matriz e'* desde que saibamos calcular e’*. Mas como vamos ver de seguida, é trivial o
célculo da exponencial de uma matriz diagonal.

Considere-se uma matriz diagonal:

M O - 0

A 0 Ao
BRI
0O 0 0 M\,

Por simples verificagao, obtemos que o seu quadrado é ainda uma matriz diagonal em que
as entradas sao o quadrado das da matriz inicial:

Moo - 0
A2 _ 0 )‘g

T .0

0 0 0 X

n

1Ou dito com outra terminologia: se as matrizes A e B sdo semelhantes.
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Por inducao conclufmos que a poténcia k£ de uma matriz diagonal se obtém de forma seme-
lhante:

Moo -0
Do .0
0 0 0 M
E de acordo com a definicao de exponencial de uma matiz obtemos:
eMt 0 ... 0
etA _ 0 e)\gt
: 0

0 0 0 eMt
ou seja, a exponencial de uma matriz diagonal é uma matriz diagonal em que as entradas
(na diagonal) sdo as exponenciais das entradas correspondentes na matriz original.

Portanto, o cdlculo da exponencial de uma matriz diagonalizdvel A reduz-se & determinacao
da matriz diagonal semelhante A (cdlculo de valores préprios) e da respectiva matriz mu-
danga de base S (cdlculo de vectores préprios). Apés a inversao da matriz S, obtemos a
exponencial da matriz A por simples multiplicacdo de matrizes: e'A= Se'*S~!.

Notacao 28.1 Se A é uma matriz quadrada e A um escalar, escrevemos A — \ em vez de
(com o mesmo significado de) A — A\1d, onde Id representa a matriz identidade.

2 3 0 3
Porezemplo[4 51—2—l4 3].

Recorde-se da Algebra Linear que se A = SAS™!, entdo AS = SA e se v ¢ uma coluna de S
entdo satisfaz a relacdo Av = \v, onde A é a entrada correspondente (& coluna considerada)
da matriz diagonal A. Uma vez que a matriz S é invertivel concluimos que as colunas S
sao vectores préprios linearmente independentes da matriz A. Portanto, A é matriz n X n
diagonalizavel sse possui n vectores proprios linearmente independentes. Por outro lado um
par (A, v) - A escalar; v vector nao nulo - satisfaz a relagdo Av = Av sse (A — \) v = 0. Como
v nao pode ser o vector nulo, esta igualdade s6 pode ser satisfeita se

det (A — \) = 0.

E esta tltima igualdade que permite o calculos dos valores préprios de A. Por fim, dado um
valor proprio A podemos calcular uma vector proprio correspondente resolvendo os sistema

degenerado (A — \)v = 0.
28.3 Exemplos com matrizes diagonalizaveis
28.3.1 Exemplo-valores préprios reais

Exemplo 28.1 Considere-se a matriz

a-[21]
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Determinacao dos valores proprios:

3—Xx 1

A_A:{ 13-

} e det(A—X)=(3-)N>-1

Valores proprios A\ =341 (A=2 ou A =4) . Concluimos A = SAS™ com A = [ 3 2 } :

As colunas de S sao vectores proprios de A.

Vectores proprios associados ao valor proprio A = 2:

Av=Xv ou seja Alzlz)\lgl ou ainda (A—)\)[xle.

Y
portanto
DI 0 donde z4y=0
11 | = onde x+y=0.
, . 7z g 1
S6 precisamos de um vector proprio; por exemplo x =1, y = —1: v = l 1 ] .

Vectores proprios associados ao valor préprio X = 4:

(A—4)[;1:0 ou seja {_11 _11}{5}:0 donde x—1y=0.

} . Determinamos entdao uma matriz S que satisfaz AS = SA:

11
S
1 A

. : 1 -1
e, invertendo esta matriz S~ = 3 l 11 ] . Agora podemos calcular e :

m [ 1 17 alf1 =17 11 1][e* 0 1 -1
T 1110311 1| 73] -11 0 e |1 1

et po2t oAt 2t
— 2 2
4”02t at] oot

2 2

Por exemplo v = { 1

28.3.2 Exemplo-valores préprios complexos conjugados

Exemplo 28.2 Considere-se a matriz
1 -1
A= [ L ] .
Determinacao dos valores proprios:

1-A -1

det(A—}\):0<:>det[1 1o

}:0<:>(1—>\)2+1:0
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Valores proprios A =14i (A\=1+i ou A =1—1) . Concluimos A = SAS™" com

[1+i 0
A‘[ 0 1—1']

As colunas de S sao vectores proprios de A.

Vectores proprios associados aos valores proprios A =1+
Av=Xv ouseja (A=) { z } =0 ou ainda

{1—(1&@') 1_<_1liz~)Hﬂ:O donde Fir—y=0.

. . . 1 .
S6 precisamos de um vector proprio para cada valor proprio: por exemplo { ; associado

4 . 1 . 4 . .
ao valor proprio A\=1-+1 e ; associado ao valor préprio A =1 — i. Determinamos

entao uma matriz S que satisfaz AS = SA:

szl L 1.}
—1 1
1 A

. . , —1
e, invertendo esta matriz S~ = o l i 1 } . Agora podemos calcular e :

oA lletAli—l_ I 1] [ett 0 171 4
| =i 2% i 1 | | =i i 0 09t |91 —4

1 et 0 1 i ] €e[1 1 et et

T o9 —i i 0 et 1 —i | 2| —i i et —jeit
t | | | | it 4 it it _ jeit

B e ezt + e—zt ,L'ezt _ ,L'e—zt o 5 7

T 9 | et et it et =€ eit =it git 4Tt

—1
2 2
o cost —sent
sent cost

28.4 Critérios para a verificagcao dos cédlculos

Sendo o célculo de exponenciais de matrizes muitas vezes intricado, convém ter critérios
simples de verificacao dos resultado. Dois critérios que sao muito tteis na prética sao os que
expressos nas seguintes igualdades:

=Id e liem} = A.
t=0

[ etA] yy

t=0

Por outro lado sempre que se calcula a inversa S™!' de uma matriz S, convém verificar
imediatamente que o resultado obtido é correcto através da igualdade SS™* = Id.
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28.5 Exponencial de matrizes formadas por blocos.

Exemplo 28.3 Considere-se a matriz

-1

OO = =
W O O
w = o O

1
0
0

Facilmente se reconhece que o que se passa com a primeira e sequndas colunas e linhas é
independente do que se passa com as duas ultimas linhas e colunas, do ponto de vista da
multiplicagao e soma de matrizes; espacos proprios etc... Diz-se neste caso que a matriz A
é formada por blocos sobre a diagonal, sendo estes blocos, neste exemplo, as matrizes 2 x 2:

ERURNE

Sendo assim podemos usar os dois tltimos exemplos para obter imediatamente:

etcost —elsent 0 0
A elsent efcost 0 0
e = 0 0 et 4 o2t edt 2t
4t 2 2t 4t 2 2t
O 0 e*t—e e*'te

2 2

De facto quando temos uma matriz A quadrada (n; + n2) X (ny + ns) formada pelos blo-
cos B; e B,y sobre a diagonal, onde B; e By sao matrizes quadradas n; X ny e ny X ng
respectivamente:

B, [0
0

B, ’

obtemos
0 0
A? = e em geral AF =
B2 B} ’

portanto

etBQ

Da mesma forma para matrizes formadas por mais blocos sobre a diagonal:
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B |0 -0 e™®1 0 -0
ol 10 - .- ol 10 - .-
B, 0 e!B2 0
Se A = , entdo et =
0 0
0 0
0O v veenn. B; 0 ~cv veenne etBij
00 e | 0 0 e |

Note-se que alguns deste blocos podem ser unidimensionais (matrizes 1 X 1); i. e. nimeros.

28.6 Matrizes nao diagonalizaveis

Considere—se o seguinte exemplo:
Exemplo 28.4 Vamos determinar os valores e vectores proprios da matriz:
2 1
A= [ 2! } .

2-x 1 ] )
. 2_)\}_(2—/\).

Pelo que a matriz A sé tem um valor préoprio A = 2. Calculando os vectores prdprios v

obtemos:
{01]v:0, donde V:|:a],

Temos
det (A — \) =det {

0 0 0

onde o é um escalar nao nulo arbitrario. Portanto todos os vectores préprios tém a direc¢ao
dada pelo vector [{] pelo que a dimensdo do espago préprio é 1 (nimero mdximo de vecto-
res proprios linearmente independentes). Nao existindo dois vectores prdprios linearmente
independentes, concluimos que a matriz A nao é diagonalizdvel.

Como existem matrizes nao diagonalizdveis o procedimento para o calculo da exponencial
de uma matriz que descrevemos anteriormente tem de ser generalizado para estas matrizes.
A ideia é ainda utilizar a Proposicao 28.1, mas alargando a classe de matrizes J para as
quais sabemos calcular imediatamente a sua exponencial. Com este objectivo vamos definir
uma classe simples de matrizes cuja exponencial seja facilmente apreendida. Esta classe
classica de matrizes que vamos introduzir é designada por formas canénicas de Jordan; sao
matrizes formadas por blocos sobre a diagonal, sendo cada um destes blocos uma matriz
simples designada por bloco de Jordan.
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28.7 Blocos de Jordan.

Dé-se o nome de bloco de Jordan de dimensao n a uma matriz J, quadrada n x n da forma:

A1 0 -0

A1 :
H=100 X .0
R |
(00 -+ 0 X

Portanto bloco de Jordan J, de dimensao n ¢ uma matriz quadrada n X n que tem as
entradas da diagonal todas iguais a um certo valor A (que pode ser nulo), todas as entradas
da diagonal superior com o valor 1 e todas as outras entradas nulas. Simbolicamente:

A se 1=k

Jy = [ji,k]i7k:1 77777 . com Jik=4 1 se i=k—-1
0 nos restantes casos

Exemplo 28.5

e [3] é um bloco de Jordan de dimensao 1 (J3).

4 10
e | 0 4 1 | éwumbloco de Jordan de dimensao 3 (Jy).
0 0 4

o l 8 é ] é um bloco de Jordan de dimensao 2 (Jy).

28.8 Matrizes na forma candnica de Jordan.

Uma matriz quadrada J é uma matriz na forma canénica de Jordan se é formada exclusiva-
mente por blocos de Jordan sobre a diagonal:

|J>\1 o .- ..-0 0
0 0 - ... 0
. I, 0 .
J:
0 0
0
0 v e v 0 Iy,
_0 [ 0 |

onde Jy,, Jxy,---, Jy; 820 blocos de Jordan.
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Exemplo 28.6

110 0 O
. 00 110 ) . .
o A matriz olo olo estd na forma candnica de Jordan; é formada por 3 blocos
Kl
de Jordan.
210 0 0 ]
. 01210 0 ) . .
o A matriz 0 012 1 estd na forma candnica de Jordan; é formada por 3 blocos
| 0 010 2]
de Jordan.
30 0 O
. 0 4 10 ~ 3 .
e Mas a matriz 00 4 1 nao estd na forma candnica de Jordan.
0 0 0 2
310 0 0
. 0(4 110 ) . .
o A matriz olo 410 estd na forma candnica de Jordan; é formada por 3 blocos
Exaue)
de Jordan.
3]0 0 0
. 04 1 0 ) . .
o A matriz olo 4 1 estd na forma candnica de Jordan; é formada por 2 blocos
| 010 0 4]
de Jordan.
4 110 0 ]
. 0 4/0 0 ) . .
o A matriz 0 01 1 estd na forma candnica de Jordan; é formada por 2 blocos
| 0 0|0 4]
de Jordan.
110 0 0 0
0/0 1 010
e Amatriz | 0|0 0 1|0 estd na forma candnica de Jordan; é formada por 3
00 0 010
o 00 0[1]]
blocos de Jordan.
0 01 0
, 0 0 0 O ~ . .
e Mas a matriz 00 0 1 nao estd na forma candnica de Jordan.
0 0 0 O
e Mas a matriz l (1) 1 ] nao esta na forma candnica de Jordan.
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Pode-se mostrar com base exclusivamente em consideragoes algébricas o seguinte teorema
(consultar um livro de élgebra linear para a dificil demonstracao deste resultado).

Teorema 28.2 Seja A uma matriz quadrada qualquer. Entdo existe uma matriz S (com

det S # 0) tal que

A =S8JS,
onde J é uma matriz na forma candnica de Jordan formada por j blocos de Jordan Jy,,
Drgs-ees a5 J € a dimensio do espago proprio (nimero mdximo de vectores proprios linear-

mente independentes) da matriz A e A1, g ...\; 0s seus valores proprios (todos).

Observacao 28.1 Note-se que A e J tém o mesmo polinomio caracteristico. De facto

det (A—)\) = det (SJSfl—)\) = det (S (J=X) S*I)
= detSdet (J—\)det S™! = det (J—)\)
= (M=A)" (A=) (=AY
onde ni, ny ...n; sao as dimensoes dos blocos Jy,, Jy,,..-, Jy, respectivamente. Note-se ainda

que se pode ter A, = N\, para indices distintos a # b e que ny +ng +---+n; =n, sendon a
dimensao da matriz A (todas as matrizes A, S e J sdon x n).

28.9 Exponencial de Blocos de Jordan.

Vamos mostrar em apéndice, que para um bloco de Jordan J, de dimensao n temos

r oAt Xt 2o . P Xt T
e te 576 =€
0 6)\25 te)\t :
In — . 2
e = 0 0 6)\1‘, .. %eAt
: . .. .. te)\t
| O 0 e 0 e ]

Concretizando para dimensao 4, o que pode ser feito através de um célculo directo, conclui-se
Y Y
que exponencial de um bloco de Jordan (neste caso de dimensao 4)

At et 2t 3 Xt

A1 0O e € e
o x1o0] . o loeM e Led
Iy = 00 A 11¢ dado pela seguinte expressao: e’* = 00 RS
000 A 0 0 0 M
Exemplo 28.7 Se J é a matriz na forma candnica de Jordan
[0 1 0 0 0] 1 ¢t 0 O 0
00 00O 01 0 0 0
J=100 2 1 0| entio €’ édadopore”’ =0 0 e te2 t—2!€2t
000 21 00 0 e te
|00 0 0 2 (00 0 0 e |
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28.10 Exemplos.

Exemplo 28.8 Considere-se o sequinte sistema

¥=3r+y
= =V2
{ yo——xty M z(0)=m e y(0)=+2

3

11 ] .Calculando os seus wvalores proprios

A matriz associada a este sistema é A = l

obtemos
det (A —A) =det [*} L] =(B-A)(1-A) +1=4—-4\+ N = (A -2)°.

De acordo com o teorema de Jordan temos que A é semelhante a uma das sequintes formas
canonicas® J =[239] ou J=[2%1]. A primeira com dois blocos e a sequnda com um bloco

de Jordan.
1

Calculando os vectores proprios v: Av =2v& (A —2)v=0 < [ 1 1 ]v =0, facilmente
concluimos que v é muiltiplo de [ Y], pelo que apenas temos um vector proprio linearmente
independente e portanto sé podemos ter um bloco de Jordan na forma candnica associada, i.

e.
2 1
=05
Designe-se entdo por vy e vy as colunas da matriz S (com detS # 0) tal que AS = SJ.

Obtemos Avy = 2vy e Avy = vy +2vy, ou seja (A —2) vy =0 e (A — 2) vo = vy. Podemos
escolher

vi=[4] e (uma vez feita esta escolha) vo = [9].
Pelo que podemos tomar S = [ 1, §]. Entao
et = SesT =[ L[ (19 =X [ L 9]

— €2t [ljft 1Et] .
Pelo que

- ][

Exemplo 28.9 Considere-se o sequinte sistema

¥ =2x+z
Y =3y—z com z(0)=y(0)=0 e 2(0)=1.
Z=y+z

2 A primeira das hipéteses pode ser facilmente eliminada notando que nesse caso A = SJS™! =J | o que
visivelmente nao acontece.
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2 0 1
A matriz associada a este sistema é A= | 0 3 —1 | . Calculando os seus valores proprios
01 1
obtemos
2-2 0 1
det (A —X) = det [ 0 3 ot } = (2-2) ((3=A) (1=A) + 1)

= 2-A) (NP -4r+4)=-(A-2)°.

De acordo com o teorema de Jordan temos que A é semelhante a uma das sequintes formas

. 200 200 210 . .
candnicas® J = [8%8} ou J= [83%} ou J= [8%%}' A primeira com trés blocos, a

seqgunda com dois blocos e a terceira com um bloco de Jordan.
00 1
Calculando os vectores proprios v: Av =2v& (A —-2)v=0 & [8 ! j] v = 0, facilmente

concluimos que v é mailtiplo de [8} , pelo que apenas temos um vector proprio linearmente

independente e portanto sé podemos ter um bloco de Jordan na forma candnica associada, 1.
€.

J:

O O N
O N =
N — O

Designe-se entio por vy, va e v3 as colunas da matriz S (com detS # 0) tal que AS = SJ.
Obtemos Avy =2vy, Avs=vi+2vy e Avs=vy+2vs ou seja

(A=2)vi=0, (A—-2)va=v; e (A—=2)vz=vy,.

Podemos tomar
Vi = [

00 1 .
e |01-1lvy=vy Entao

aQ
=
=
<
)
N
T
<>,
~
=)
)
»
o~
=)
Q
»
Q
S
)
>
=
<
S
—
[esNenlen)
RO

Podemos tomar a = = 0. Portanto

2
_ 100 et te2t g2t 100
e = Se’S = [8%(1)} [0 E [8?31]
0 0 €2t
- 2 2 7 2 2
o007 [1e 2] 007 gqr007 (18 -2 o [1 5 -
= e'|o11 001 | =011 - e _
010/ |01 ¢ 01 -1 010/ |0t 1=t 0t+l —t
1loo 1 01 -1 | 0 ¢t 1—t
Pelo que
= 2 2 r 2
x (1) 1 5 t-5 0 t—5%
2% 2%
y(t) | =e 0 t+1 —t 0f|=ce —t
(1) | 0 t 1-t |1 1t

3 A primeira das hipéteses pode ser facilmente eliminada notando que nesse caso A = SIS~ =J | o que
visivelmente nao acontece.
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Exemplo 28.10 Considere-se o sequinte sistema

¥=r+y+z
Yy =2y com z(1)=y(1)=0 e 2z(1)=1
Z=—c+y+3z
1 11
A matriz associada a este sistema ¢ A= | 0 2 0 |. Calculando os seus valores proprios
-1 1 3
obtemos
-2 1 1
det (A —A) = det [ 0" 22 SOA] = (1-X) (2=X) (3=A) + 2-X

= (2=X)((1=-X) (3=X) +1) = 2-X) (A —4X +4) = — (A-2).

De acordo com o teorema de Jordan temos que A é semelhante a uma das sequintes formas

. 200 210 210 . .
candnicas® J = [8%8} ou J= [888} ou J= [83%} . A primeira com trés blocos, a

seqgunda com dois blocos e a terceira com um bloco de Jordan.
~111
Calculando os vectores proprios v: Av =2v& (A —-2)v=0 < [91 0 (1)] v =0 facilmente

p p atp ~ .
concluimos que v é dado por L onde o e 3 sao escalares arbitrdrios; pelo que apenas

temos dois vectores proprios linearmente independentes e portanto sé podemos ter dois blocos
de Jordan na forma candnica associada, 1. e.

J:

O O N
O N =
N OO

Designe-se entio por vy, va € v3 as colunas da matriz S (com detS # 0) tal que AS = SJ.
Obtemos Avy =2vy, Avy=vi+2vy e Avs=2vs, ou seja

(A—2)V1:0, (A—2)V2:v1 € (A—Q)ngo

Para que (A —2)vy = vy possa ter solugao, o vector vy tem de pertencer ao espago das

colunas da matriz A — 2; concluimos que vy tem de ser mailtiplo do vector H}] . Tomemos
= 1]
Vi = 9
1
(1)] Vo = [ﬂ . Uma solugao possivel é

= [i]

Por fim v3 tem de ser um vector proprio de A linearmente independente do vector préprio
v1, pelo que podemos tomar .
V3 = |: 1:|

—O

. -1
e uma vez feita esta escolha vem [ 0

0

4 A primeira das hipéteses pode ser facilmente eliminada notando que nesse caso A = SIS™! =J , o que
visivelmente nao acontece.
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Bntao ia . goriget - [é?%] [0 g 8] [5’1? %} — [é?%] [658} [91? %}
100 0 0 e2t 10-1 100f [001 10-1
- th[(l)H] [_01? %}:e%[lati 6]
1¢t0 1 0-1 —t t 14+t
Pelo que
x (t) 0 2—t t—1 t—1 0 (t —1)e2tD
y(t) :e(tfl)A 0 262(1‘/71) 0 1 0 0 _
2 (t) 1 1—t t—1 ¢ 1 te2(t=1)

Observagao 28.2 Note-se que na resolucao de um problema linear homogéneo y' = Ay,
podemos portanto calcular uma matriz J na forma canonica de Jordan semelhante a A, ou
seja A = SJIS™!, e obter a solucio geral

y = Selc,

sem ter de calcular a matriz S™%, porque ¢ = S~y (0) é um vector constante. A matriz
M (t) = Se” é uma matriz fundamental da equacio y' = Ay, porque satisfaz as proprie-
dades £M (t) = AM (t) e det M (¢) #0 °.

Exercicio 28.1 Sendo A uma matriz constante, mostre que se M (t) é uma matriz funda-
mental da equagioy’ = Ay (ou seja M (t) é uma fung¢do matricial tal que M (t) = AM (t)
edet M (t) #0), entao

() #0) M (1) M (5) = et=9)4,

28.11 Apéndice. Exponencial de Blocos de Jordan.

Vamos mostrar que para um bloco de Jordan J) de dimensao n a sua exponencial tem a
seguinte expressao

[ A et 152_2!6)\16 . (f:f)!e)\t 7
e)\t te)\t :
J
e’ = 0 0 e 2—2!@”
: : L teM
0 0 . 0 |
Considere-se a matriz G (1) definida por J, = A\Id + G (1), portanto
A1 0 -~ 07 [AX0 0 -~ 0] [O1 0 - 0]
0A 1 . 0A 0 .o 00 :
GM=10 0 A 0l=10 0 A ol=]00 0 . 0
Do 1 Do 0 Do 1
0 0 0 Al 00 - 0 x] |00 - 0 0]
’De facto J p p J
a _ Ot b tIg-1q @ otAQ tAq _
ZM () = =8 = Z8es IS —Zeths — Ae'ts — AM (1)

det M (t) = det 'S =det €A det S # 0.
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e em geral, para 1 < j, as matrizes G (j), (matrizes quadradas n X n em que as tunicas
entradas nao nulas sdo uns sobre a j- ésima diagonal superior), definidas por

G(j) = [sz(J)]Zk Lom com Gik (j):{

Em particular G (j) = 0 se j > n. Comecemos por mostrar que (para 1 < j)
(G 1)) =G()) (28.1)

Obviamente que esta relagao estd correcta para j = 1. Se por hipétese de indugao & ver-
dadeira para certo j inteiro, temos que (G (1))’*" = G () G (1). Pelo que falta provar que
G(j+1)=G(j)G(1). Verifiquemos entao que de facto

1 se 1=k—j
0 nos restantes casos

77777

Gik j+1 Zgzs gsk

Ora g; s (j) gsx (1) é diferente de zero apenas quando i=s—jes=k—1;portanto g; s (j + 1)
¢ diferente de zero s6 quando i = k — (j + 1) e neste caso g; (j + 1) = 1.

Uma vez demonstrada a relagao (28.1), obtemos (onde G (0) = Id)

tG(1) — tF Pt — t
e = ZHG(l) =D Gk => -Gk
= k=0 =
10 0 0] [0 1 0 0]
01 0 : 00 1
= 00 1 0| +tt{0 0 0 0|+
0 Do 1
(0 0 0o 1] |oo 0 0
[0 0 1 0] [0 0 1]
" 00 O i 0 0
+§ 00 O 1|+ +(n—1)! 00
Do 0
(00 -~ 0 0] |00 0 0|
r 2 n—1 -
Lt g c=
t .
Doon e t
00 -+ 0 1
Finalmente, pelo Coroldrio 26.5, obtemos
(1 ¢ 752_"" s B
01 :
etir = MIAHG() _ MIdtG() — MqetGM) M | o (o 1 .. 2
2!
Do t
| 0 0 - 0 ]




