29 a Aula 2004.11.22 AMIV LEAN, LEC Apontamentos

(Ricardo.Coutinho@math.ist.utl.pt)

29.1 Férmula da variagao das constantes.

Voltemos a considerar o sistema

d
—v=Ay+B(t
Y =AY+ (t)

onde A é uma matriz quadrada n x n constante (ndo depende de t) e B (t) € um a funcéo
definida para valores de ¢t num intervalo real I com valores em R" (ou seja, na nossa notagao,

com valores nas matrizes n X 1).

Agora que jd estamos familiarizados com as exponenciais de matrizes podemos facilmente

mostrar o seguinte teorema.

Teorema 29.1 (Férmula da variacdo das constantes para sistema de equagoes de coe-

ficientes constantes)

Seja B : I — R™ uma func¢ao continua no intervalo aberto I C R, to€l, yo €ER™ e A uma
matriz n X n de coeficientes constantes . Entao o problema de valor inicial

dt

tem uma unica solugdo definida em I dada por

t

d
—y=Ay+B(t) com y(t)=yo

y(t) = e(ttO)Ayo—l—/ e=9AB (5) ds

to

Observacao 29.1 A parcela elt—to)A

Yo corresponde & solucao da equagcao homogénea e a

parcela fti e"")AB (s) ds corresponde a solugio do problema para a condig¢do inicial y (ty) =
0. Temos entao a sequinte situacao que é geral para as equagoes lineares e que demonstra-

TEMOS O SequiT:

Solucao geral Solucao geral da

da equacao linear equacao homogénea associada

_|_

Solucao particular
da equacao linear

Demonstracao. Atendendo as propriedades conhecidas da exponencial de matrizes, temos

dt dt

d

< a

& e A1)~y (1) = |

oy () = ey (1) 4o [

(e—(t—to)Ay) _ e—(t—to)AB (t)

t

to
t

to

d d
_y — Ay + B (t) <:> e_(t_tO)A_y — e_(t_tO)AAy — e_(t_tO)AB (t)

e 5tAB (5)ds

e tAB (5) ds
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Exemplo 29.1 Considere-se o sequinte sistema de equagoes

dz
— =3r+y+e

g[/t com z(0)=1y(0)=0.
Yy _
E—m—l—By

Este sistema pode ser escrito na forma matricial na forma

d
oY= Ay +B(t) com y(t) =Yo

a-[14]. mo-[3]. -0 < n-[3]

De acordo com a férmula da variagio das constantes a solucdio é dada por (o cdlculo de e
foi feito anteriormente no Exemplo 28.1 )

(t—s) 4 g2(t—s) 4(t—s) _ 2(t—s)
x (t) o oal0 t (o | € B t[ et ;e e — o
l y (t) :| = € O + ; e 0 dS — ; 64(tfs);e2(tfs) 64t+622(t78) 0 dS

1 [t elt=3s 4 o2t—s 1 f(f (6415733 + 621573) ds
= =z at-3s  ot—s |dS = t 4t—3s 2U—s
2/, | e e 2 [, (e — e?7%) ds

1 l —§6t+62t+ %e‘“ ]

com

Py 2t 2t 1 4t
2 3€ e” + ge

Vamos de seguida mostrar a relagao geral

Solucgao geral Solucao geral da
da equagao linear equacao homogénea associada

Solugao particular
da equagao linear

d
Teorema 29.2 Sey (t) ey (t) sao solugdes de oY = Ay + B, entao
y (1) = (t) +u(f)
d
onde u (t) é solu¢ao da equag¢io homogénea prit Au.

Portanto se conhecermos uma solugao particular y () podemos conhecer qualquer solucao
y (t) se conhecermos todas as solugoes u (¢) da equacao homogénea.

Demonstracio. Seja u(f) = y () — § (£), entdo
(£ A) a0 (4 a)vio- (4-a)50-B-B0

Observacao 29.2 Note-se que o resultado e a demonstracao apenas precisam da hipdtese

7— — A é um operador linear” e é valida portanto para qualquer equacao do tipo Ly = B,

dt
onde L é um operador linear num certo espago (de funcgées) E e B um elemento desse

espago. Resumindo, se L:E — E ¢é linear, B €E ey €FE é uma solugao de Ly = B, entao
a solugao geral de Ly = B é dada por y = y + u onde u é a solugao geral da equagao
homogénea Lu = 0.



