30 2 Aula 2004.11.24 AMIV LEAN, LEC Apontamentos

(Ricardo.Coutinho@math.ist.utl.pt)

30.1 Equacgoes diferenciais de ordem n

Comecemos com consideragoes gerais sobre equagoes de ordem n; nomeadamente sobre a sua
relacao com sistemas de equagoes de primeira ordem e a consequente existéncia e unicidade
de solucoes.

Uma equagao diferencial de ordem n da forma

y" = f(ty,y,y" .y )

pode ser reduzida a um sistema de equagoes de primeira ordem: definindo

1 (t) =y()
z2(t) =y (1)

z3(t) =y"(t)

() =y (1)

obtemos
Ty =X
xh =3
Ty =Tn
xl = f(t,x1, 29,23, ..., Ty)

Pelo que se pode aplicar o Teorema de Picard-Lindelsf ( Teorema 24.1). Ou seja, se a funcao
f(t,z1, 29,23, ..., 2,,) € continua num aberto D C R™ e localmente lipschitziana em relagao a
(21, 22,3, ..., x,) em D; entao dado (to, cq, ca,c3,...,¢,) em D o seguinte problema de valor
inicial

([ y(to) =
y' (to) =0
v = f(tyy ey ) com YT() =c

\ YV (t) = cn
tem uma tnica solugao y (t) de classe C™ definida numa vizinhanga de .

30.2 Equacgao linear de ordem n de coeficientes constantes.

Y a1y Fan oy - ay Fary Fagy = h(1)

onde a,_1, Gp_9... a2, a1 € ag sdo constantes (escalares; nimeros reais). Mas h (f) é uma
fungao (dada) definida num intervalo real I e y = y (t) é a func@o procurada (incognita).

Pelo a férmula da variacdo das constantes (Teorema 29.1) podemos resolver esta equagao se
resolvermos a equagao homogénea:

Y a1y an 2y 4t ay +ary +agy =0 (H)
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30.3 Matriz companheira e polinémio caracteristico

Tal com anteriormente, temos (equivaléncia de (H) a um sistema de equagoes de 1* ordem)

y' = Ay
onde _ -
y = Yy
/
:ygll
y(n;l)
e ~ -
A — 1 0 0
0
0
0 o --- 0 1
L —Go —air - —Qp—2 —0p-1 |

Esta 1ltima matriz constante A designa-se por matriz companheira da equagao linear
(H).

Pode-se resolver entdo a equagao (H) calculando a exponencial desta matriz ( e'). Nao
seguiremos directamente este caminho, no entanto ¢é 1itil calcular o polinémio caracteristico
desta matriz: det (A — \).

Exercicio 30.1 det (A —\) = (—1)" ()\" F A N N b aa N Fag A+ ao)
Este resultado sugere a seguinte definicao:

Defini¢ao 30.1 O polinémio caracteristico da equagio linear (H) é

PO =N 4 g N g N2 4 ag N+ ag A+ ag (30.1)

Determinando as raizes (os zeros) deste polinémio A;, Aa...\; , e as suas multiplicidades (or-
dem dos zeros) respectivas my, ms...m;, podemos obter a seguinte factorizacdo do polinémio
o caracteristico (30.1):

PA)=A=2A)" (A= A)™ - (A= A)™
Onde A, é uma raiz de P (\) com multiplicidade m, e portanto
m1+m2+~-+mj:n

onde n é o grau do polinémio (a ordem da equagao).
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30.4 Operadores diferenciais

A equagao (H) pode-se escrever na forma

AP L. RPN S 0 (H)
Ay Ay as — +a a =
din L1 2 2 2z T g Ty
Podemos encarar o simbolo
dn N dnfl N dnf2 T d2 + d N
— 4+ ap 1 —— + ay_9—— a a— +a
dtn Ldtn1 2 dtn—2 az Tt

como um operador num espaco de funcoes que a uma funcio y faz corresponder a funcéo y™ +
A1 YV 4 an oy D 4+ b asy + a1y + agy. Este tipo de operadores designam-se por
operadores diferenciais lineares de coeficientes constantes e possibilitam a formalizacao
de um célculo simbdlico.

Exemplo 30.1 Considere-se a equacao
v+ 3y + 2y =0. (30.2)
Temos

"+3y +2y = d2+3d+2
Yoy 2y =gt y

Mas por outro lado

Y'+3y+2y = ¥ +y+20 +y)

ou ainda
'3 +2y = Y2y + 2
= i(y +2y)+y +2y
= (i—#l) (v + 2y)
(E) )
donde d? d d d d d
<ﬁ+3£+2> (dt+2)(ﬁ+1):<dt+1)<dt+2)
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Note-se que o polindmio caracteristico é N> + 3\ +2 = (A +2) (A + 1) ; portanto A\ = —2 e
A = —1 sao as raizes deste polinémio caracteristico.

Por outro lado (% + 2) y=0 éy + 2y =0 que tem como solugdo (é uma equagao linear de
1 ordem) y = ke™*'. Do mesmo modo (4 +1)y =0« y=ke'. Como ae* ee™" sio
linearmente independentes e solugdes de (30.2) que é uma equagdo de ordem 2, concluimos
que a solugao geral desta equagao é

y(t) = kie ™ + koe ™
onde ky e ko sdo constantes arbitrdrias (a determinar por condigdes iniciais ou de fronteira).

Estas constantes poderdo ser determinadas impondo novas condigées a y (t) como por exemplo
as condigoes iniciais y (0) = 0; ¢’ (0) = 1, que levam aos cdlculos:

y(O) :k1+l€220
Y (t) = —2ke %" — kye ™
y, (O) = —2]{71 - ]{72 =1
portanto ki = —ky e ky = —2k; — ky = 1, donde y (t) = et — 72,
Facilmente se reconhece que estabelecer igualdades com estes operadores ¢ equivalente a

estabelecé-las para os polinémios que se obtém destes operadores substituindo o operador %
pela varidvel (complexa) A.

30.5 Solucgao geral da equagcao homogénea
Y +an g a2y ot ay +ary + a0y =0 (H)

Teorema 30.1 Se A\, A\2...\; sao as raizes do polindmio caracteristico e my, msy...m; as
suas respectivas multiplicidades, entao

y(t):tpekkt p:077m]€_1 k‘:l”j

constituem n (mq +ms + ... +m; = n) solugoes linearmente independentes da equagao (H).

Considerado a factorizagdo do polinémio caracteristico, obtemos que a equagao (H) é equi-

valente a
d mi d m2 d mg d m;
@) G (@) - (Gn) e w

Notando que, para p € {0,...,my — 1}, vem

d mo g m g m g m
R 2 N LA S —
(dt 1) (dt 2) (dt J) (dt k) y=0

o teorema ficard demonstrado quando mostramos que y (t) = t? ! ¢ solucao de

d i
— = = 0.
@)



30d AULA 2004 11.24 | AMIV LEAN, LEC ‘ APONTAMENTOS (RICARDO.COUTINHO@MATH.IST.UTL.PT) 5

30.5.1 Solucoes t? e+

Comecemos por notar que (p > 0)
(— — A ) et = ptPmh et P N et — \ P el

Entédo (p € {0,...,my — 1})

d mg d mp—1 d
— —\ P et — — —\ 2 ) et
(dt ’“) € (dt ’“) (dt ’“) €

Exercicio 30.2 Mostrar que t’ et | p=0,...,my—1, k=1,..,5, sdo funcoes (de
t) linearmente independentes (Note-se N\, # A\ se k # k).

30.5.2 Raizes complexas conjugadas

Se A é uma raiz complexa com multiplicidade m de um polinémio caracteristico com coe-
ficientes (a,_1, Gn_o... a2, a; € ag) reais, entdo o nimero A (complexo conjugado de A )
também é raiz, com a mesma multiplicidade m, do mesmo polinémio. Pelo que neste caso
temos as solugoes (da equagao linear homogénea)

P eM e 1P et

com p € {0,...,m — 1}.Entao as seguintes combinagoes lineares destas ainda sao solugoes:

1 1. < 1 1.
—treM + P eM —treM — —t e
3 ¢ 3 9 2

Portanto, obtemos as seguintes solucoes reais linearmente independentes
tPe cos (St) e  tPe®sen(ft),

onde « = ReX e f =ImA.
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30.5.3 Exemplos

Exemplo 30.2 " — 63" + 16y’ — 16y =0
Polinémio caracteristico: \> — 6\% + 16\ — 16.
A=2¢éumaraiz (8—24+32—-16=0)

Regra de Ruffini
1 -6 16 -16
2 2 -8 16
|1 -4 8] 0

Polindmio caracteristico \> —6X>+16A—16 = (A —2) (A* —4X +8) = (A= 2) (A — 2)% + 4)
Raizes do polindmio caracteristico: A =2; A =2 +1i2; A =2 —12.
Solugaes linearmente independentes: €% ; €% cos(2t); €* sen(2t).

Solugao geral:
y () =k €% + ky € cos(2t) + ks €% sen(2t),

onde ki ky e k3 sao constantes arbitrdrias

Exemplo 30.3 3" — 8y" 4+ 25y’ — 26y =0
Polinémio caracteristico: \> — 8\% + 25\ — 26.
A=2éumaraiz (8—32+50—-26=0)

Regra de Ruffini
1 -8 25 —26
2 2 —12 26
|1 -6 13| 0

Polindmio caracteristico \>—6X*+16A—16 = (A — 2) (A* — 6\ + 13) = (A —2) (A — 3 + 4)
Raizes do polinomio caracteristico: X =2; A\ =3 +1i2; A =3 — 2.
Solugaes linearmente independentes: €% ; €3 cos(2t); €3 sen(2t).

Solugao geral:
y () = k1 €* + kg €% cos(2t) + ks ¥ sen(2t),

onde k1 ko e ks sao constantes arbitrdrias

Exemplo 30.4 % + 2% +y=0

Polinémio caracteristico: \* +2)* +1 = ()\2 + 1)2

Raizes do polinomio caracteristico: A =i; A = —i ambas com multiplicidade 2.
Solugoes linearmente independentes: cost; sent; tcost e tsent

Solugao geral:
y (t) = ky cost + kg sent + kstcost + kytsent,

onde k1, ko, ks e ky sao constantes arbitrarias.



