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(Ricardo.Coutinho@math.ist.utl.pt)

31.1 Meétodo dos coeficientes indeterminados
31.1.1 Fundamentacao

Vamos agora abordar a EDO de coeficientes constantes, mas nao homogénea:

Y+ y" Y fa, oy agy +ary Fagy = h(t) (31.1)
que vamos escrever na forma:
Ly=nh
onde
L= i +a " + - +--+ & + d +
= — + ap_ Upg —— ay— +a a
d b din—1 2 dtn—2 2dez T dr

Embora j& tenhamos o método da variacao das constantes para resolver este problema, vamos
elaborar um método que envolve menos célculos. Este método dos coeficientes indetermina-
dos tem contudo um campo de aplicacao muito restrito como iremos ver.

Comecemos por notar que a solucao geral y da equacao nao homogénea:
Ly=nh

pode ser obtida se conhecermos a solugao geral v da equacao homogénea:
Lu=0

e uma solucao particular z ndo homogénea (i. e. se conhecermos uma tnica solugao z):

Lz=h
De facto
Ly—Lz=h—nh
Liy—2z) =0
pelo que
y=u+=z

(também podemos reconhecer esta decomposi¢ao na férmula da variacdo das constantes)

Hipdétese: Suponha-se agora que a fungao h ¢é solu¢ao de uma EDO linear homogénea de
coeficientes constantes.

Existe portanto um operador diferencial

[: dam + dm—l dm—2 d2 +a d
Gm=1 =1 a2 Tt dt

aim dm1 + ao

tal que
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Entao se
Lz=h
vem ~ 3
LLz=Lh
e portanto
<ZL> 2=0 (31.2)

isto é podemos procurar uma solugao particular da equacao nao homogénea (31.1) na solucao
geral da equagdo homogénea (31.2).

31.1.2 Exemplos

1° Exemplo Considere-se a seguinte equagao

dy _d*y
— 1+ 2— = et
at g Y
Neste caso 7 e
L=—4+2—+1
at T T

e h = e'. Facilmente reconhecemos que a fungao €' é solugao de uma equagao homogéneo
para a qual o polinémio caracterfstico tenha a raiz A = 1 (e! = eM). Portanto podemos
tomar o polinémio (binémio) A — 1 e o operador

~ d
L=——-1
dt
de facto et
- e
Let=— —¢el=¢ —e' =0.
dt

Entéo as solugdes de Ly = h sao solugdes de LLy = 0. Esta tltima equacio homogénea tem
polinémio caracteristico

M2+ 1) A -1 =N +1)"(A-1)

pelo que
y =k cost + ke sent + kstcost + kytsent + ae’.

Entao

Ly = L(ky cost+kysent+ kztcost+ kytsent)+ ale'

= alLet

d* d?
= « (%6t+2@6t+6t)
= ade’

Para que Ly = h = €' vem
ad =1
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Pelo que a solucao geral é

et
y = ki cost + kg sent + kgtcost + kytsent + VR

onde kq, ko, k3 e k4 sao constantes arbitrérias.

2° Exemplo Considere-se a seguinte equagao’
y' — 3y + 2y = te'

Facilmente reconhecemos que a funcao te! é solucao de uma equacao homogénea para a qual
o polinémio caracteristico tenha a raiz A = 1 com multiplicidade m (pelo menos) igual a dois
(tet = tm1eM)?. Entao as solugdes da equacao sdo solugoes de uma equacio homogénea®
que tem polinémio caracteristico

(M=3x+2) (A -1)*=(A-2)(A-1)°
pelo que
y =k ¥+ kel +ate + ptiel.
Entao
y' =3y +2y = (ate'+81%")" -3 (ate' + B1%€") +2 (ate’ + Bt
= (a(@+t)e'+8 (2t +13)e") =3 (a (1+t)e" + 5 (2t + %) €)
+2 (ate' + pt?e)
= (@ @2+t)e'+8 (2+4t+1?)€') —3ae’ + (—3a — 65 + 20) te'
+ (=38 +283) t*¢’
= (2a+28—-3a)e' + (a+48 —a—68)te' + (B — B) t?e!
= (26 —a)e' + —2pte’

1 Neste caso 2 p
L=——-3—+2 h = tet.
e 3dt + e te

2Portanto podemos tomar o polinémio (A — 1)2 correspondente ao operador

. d 2
L_<E—1>

de facto

S 2o &

Il
O

31. e. as solugdes de Ly = h sdo solucdes de LIN/y =0.
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Temos entao que ter
26—a=0
-26=1
donde 8 = ’71 e a = —1. Pelo que a solugao geral é

t2
y(t) =k e +kyet —te — Eet,

onde k; e ky sao constantes arbitrarias.

Introduzindo outras condicoes poder-se-a eventualmente calcular os coeficientes k; e ko desta
solugdo. Por exemplo se y (0) =0 e ¢ (0) = 0 obtemos, de

t2
Y (t) =2k e* +kye' — (1+t)e' — <t+5) et

as equagoes

ki +ky =0

2k1 + ke —1=0
donde ky =1eky=—1 (ouy(t) = e* — <1+t+§> eh).

31.1.3 Limitagoes

Ao contrdrio do método da variacao das constantes, o método dos coeficientes indeterminados
s6 se aplica a EDO’s de coeficientes constantes. Mas outra restricao importante é a hipétese
que foi feita sobre h:

A funcéo h tem de ser uma combinacao linear de funcoes do tipo t* e

Por exemplo a equacao 3" — 1y’ = arctgt nao pode ser resolvida pelo método dos coeficientes
indeterminados mas pode ser resolvida pela férmula da variacao das constantes.

31.2 Reducgao a um sistema de n equacoes de 1* ordem
Recorde-se que a EDO linear de ordem n (escalar) tem a forma
Y™ ta, g Fan oy bt agy Fary +agy = h(t)

e é equivalente a um sistema de equacoes de primeira ordem: definindo

z1(t) =y
z2(t) =y (1)
z3(t) =y
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obtemos
A
xh =3
Ty =7Tn
x = —agT1 — A1 Ty — A3 T3+ — Qp_9 Ty_1 — Gp_1 Ty + h (1)

\

Pelo que, a reducao acima descrita fica:

d
—y =Ay+h(t)

dt
o,
y/
onde y = y" , a matriz A, designada por matriz companheira, é
y(n'fl)
0 1 0 0 _ ;
0
0 0 1 0
A= : R 0 e h(t) =
0 0 - 0 1 0
h(t)
L —Gp —Q1 -+ —Ap—2 —0p-1 | - -

31.3 Matriz Wronskiana. Independéncia linear de fungoes

Pelo Teorema 30.1 ¢é facil determinar a solugao geral da equagao homogénea associada. Por
outro lado sabemos que esta solucao é dada pela exponencial da matriz companheira. Pelo
que vamos usar a solugao geral da equacao homogénea para calcular a exponencial da matriz
companheira com o objectivo da utilizar na férmula da variagdo das constantes (Teorema
29.1).

Sejam uy (t), ug (t), ...,u, (t) solugdes linearmente independentes da equagdo homogénea
Y+ " oy b ary +ary Hagy =0

e vamos construir a matriz Wronskiana destas fungoes uy, usa, ...,Uy,:

we =1 o o mo
Uy Uy Us Uy,

" " " "

Ul u2 /u/3 A un

n—1 n—1 n—1 n—1

I T

Cada uma das colunas de W (t) sao solugoes do sistema %y = Ay para a matriz companheira
A. Temos mesmo a seguinte igualdade matricial

W' (t) = AW (1).
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Facilmente reconhecemos que as colunas desta matriz Wronskiana sao linearmente indepen-
dentes sse uy, us, -..,u, (fungoes de classe C"') sdo linearmente independentes . Por outro

lado, para cada ty, a coluna yy (t) = (ug, uj, uy, - - - ,uénil)) é solugao do problema de valor

inicial 2y = Ay com 'y (fo) =y (to). Pelo que, uma combinagao linear qualquer destas
funcoes vectoriais, digamos ay () + oy (t)+- - - +a,yy (t), € solucdo do problema de valor
inicial 4y = Ay com 'y (o) = a1y1 (fo) +aay2 (to) + - - + @y (to). Dado que as colunas
Vi (t) s@o linearmente independentes (como fungoes vectoriais) concluimos, pela unicidade
da solugao, que para cada instante ¢, fixo, os vectores yy, (t) sao linearmente independentes®.
Portanto o determinante da matriz formada por estas colunas nao se anula:

YVt det W () #0.

Podemos agora verificar que y (t) =W () W (o) yo

é solucao do seguinte problema de valor inicial

y = Ay com y (to) = ¥,
De facto
0 = (FW0O)W
AW (t) W_l (t()) Yo
Ay (t)

ey (o) = W (to) W~ (t0) yo = yo.
Pela unicidade da solugao concluimos (no caso de a,_1, a,_s... as, a1, ap serem coeficientes
constantes) que W (t) W1 (¢5) =elt—10)A,

Observagao 31.1 No caso de a1, Gp_s... a2, a1, ag serem fungoes de t (coeficientes nao
constantes) a funcio vectorial y (t) = W (t) WL (ty) yo é ainda a solugdo do problema

y = Ay com y(to) =y, Contudo, para calcular a matriz Wronskiana W (t) ne-
cessitamos de conhecer as fungoes uy (t), us (t), ...,u, (t) solugdes linearmente independentes
da equagcao homogénea; e no caso de coeficientes nao constantes nao existe nenhum método
geral para obter estas solugoes uy (t), ug (1), ...,un (t).

4Porque para funcoes (n-1)-vezes diferencidveis temos que
Vi aqug () + agug (B) + - + apuy (1) =0
é equivalente a
Ve {0,1,..n—1} vt aqul? () + aud® (1) + - + au® () = 0.
5De facto se fosse a1y (to) + azyz (to) + -+ + anyn (to) = 0, entdo a1y (t) + aoya (t) + - + anyn (t)
seria solugao de %y = Ay com y (tp) = 0. Como a solugao deste problema é tinica, vinha
% a1y1 (t) + a2ya (B) + - - + anyn (t) = 0.

Sendo as fungdes yy, (t) linearmente independentes, concluimos oy = g = -+ = a,, = 0.



