32 a Aula 2004.11.29 AMIV LEAN, LEC Apontamentos

(Ricardo.Coutinho@math.ist.utl.pt)

32.1 Férmula da variacao das constantes

Temos entao pela férmula dos da variagdo das constantes (para sistemas de equagoes -
Teorema 29.1) que a solucao de

Yt a1y Y ey 4 ey Fay Fagy = h(t)

¢ dada por?

y 0
Y t 0
T s WOW tyer [ WOW 9| ¢ | ds
I y(n—l) | I h(3> |
[ 0 ] i C1 (t) ]
. 0 ca (1)
= W) | W () yor / W) | o fds|=wo|
to Cn—1 (t)
| h(s) | a(t)

'Podemos também fazer uma verificacao directa, que
t
Y () =W (O W (ta)yo+ W) [ W (5)h(s)ds
to

ésolugdo dey’ = A()y + h(t) com y(t9) = yo. De facto usando apenas que W' (¢t) = A (¢t) W ()
obtemos

y'(t) = W'(t)W’l(to)yo+W'(t)/ W (s)h(t)ds + W () W' (t) h (1)

= AW W (t)yo+ A(t)W (1) tW—1 (s)h(t)ds + W () WL () h (2)

= A1) (W () W1 (to) yo + W (t)

= A@M)y@)+h(),

W1 (s)h(t) ds) +h(t)

to

e também

y (to) = W (to) W1 (to) yo + W () : W1 (s)h(s)ds =W (to) W (to) yo = yo.

to
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Note-se ainda que

c1 (1) 0
ca () : 0
: =W (to)yo+/ W (s) : | ds
Cn—1 (t) fo 0
L a(t) ] | h(s)

& um vector constante W (¢3) yo mais um integral indefinido de uma certa fungao vectorial
(W-L(t)h(t)), ou seja ¢ uma primitiva dessa fungao vectorial (W~ (¢) h (¢)). Pelo que

yt)=cr (W) uy (t) +ea(t)ug (t) + -+ + cn () uy (¢)

onde ~ _ ~ _
¢ (1) 0
c2 (1) 0
: = / W) | | dt
Cn—1 (t) 0
e (t) | (1) ]

com uy (t), us (t), ...,u, (t) solugdes linearmente independentes da equacdo homogénea asso-
ciada e W () a sua matriz Wronskiana

[enjen]

0
0
Observagao 32.1 Definindo f (t) = W' (t) | : | , temos W (t)f (t) = | : | . Pelo que f (t)
0 0
1 1
pode ser calculado resolvendo este sistema (sem necessidade de inverter a matriz W (t) ).
Pelo que a férmula da variagdo das constantes fica

y (1) = e () ur () + co () uz (8) + - -+ (8) un (1)

com

c1 (t)
c2 (t)

[e]en]

= /f (t) h(t)dt, onde £ (t) é obtido resolvendo W (t) f (t) =

RO

en1(t)
cn(t)

Exemplo 32.1 Considere-se a equac¢ao
et

141

y' =2 +y=

Polinémio caracteristico da equagio homogénea é \* —2X+1 = (\ — 1)2 . A solugao geral da
equacdo homogénea é entao C et + Cytel. Podemos agora construir a matriz Wronskiana:

WZ{ZZ (tje;)etlzet“ (Ht—l)}
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m ¢

" } Entao a solucao geral é, pela férmula da

Temos det W =e?t ¢ W1 = et [

variacdo das constantes,
y(t)=c (t) e +ca (1) te'

onde
o] = ol g e=fola V]2 ]
- S e - ]
Portanto

y(t) = (log(1+1t) —t+tlog (1+1) € + ki e + ko te'.

32.2 Equagao Linear de coeficientes nao constantes

De acordo com a Observacao 31.1, facilmente constatamos que a férmula da variagao das
constantes ainda é valida no caso de os coeficientes a,,_1, . .., ag serem funcgoes de t:

Considere-se a equacao linear de coeficientes nao constantes:
Y+ a1 () Yt a () Y+t aa () Y i () Y Fao () y=h(t),

onde a, 1 (1), an_o (t)... as(t), a1 (t), ap (t) e h (t) sdo fungdes (dadas) definidas num intervalo
real [ e y =y (t) é a funcao procurada (incégnita).

Dadas as solugoes® uy (t), us (t), ..., u, () linearmente independentes da equagao homogénea
associada :

Y any (8) YTV Fane (0) y 4 ap (8) ¥+ an (1) Y a0 (1) y =0,

podemos construir a sua matriz Wronskiana W (t)

Pelo que, de igual modo ao exposto para o caso de coeficientes constantes, podemos concluir
que a solucao geral é dada por

y(t)=c1 (W) uy (t) + o (t)ug (t) + -+ + cn () uy (t)

onde ~ _ _ _
C1 (t) 0
Co (t) 0
: = / W) | | dt
Cn—1 (t) 0
e (t) ] | h(t)

com uy (t), ug (t), ...,u, (t) solugdes linearmente independentes da equacao homogénea asso-
ciada e W () a sua matriz Wronskiana.

2Nao existe nenhum método geral de obter estas funcdes no presente caso de coeficientes nao constantes.
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Exemplo 32.2 Considere-se a sequinte EDO linear de 2* ordem
28 , 1
12/ T 1y

2t
142

y" + (32.1)

A equagdo homogénea associada é " + y' = 0. Podemos verificar que
up (t) =1 e uy(t) =arctgt

sio solucoes desta equacio homogénea®. O matriz Wronskiana destas fungoes é

W — [ 1 arc;cgt]
0 e

Temos det W 11 (# 0, o que implica que uy e uy sao linearmente independentes). E,

pelo método dos cofactores,

_ B —arctgt B —(1+¢%)arctgt
1_ 2 _
'W'_“+t)[l 1 }_ll 1412

Pela formula da variagao das constantes a solugao de (32.1) é dada por

y(t) =ci(t) +c2 (1) arctgt

ao] - el
-l e
_ —arctgt d
_ {{far(}gth f
t
[taitgt%—logm—klﬁ]

t+ ko

onde

Portanto a solugao geral de (32.1) é

y(t) = —tarctgt+logVv1+1t2+ ki + (t+ ko)arctgt
= ki + koarctgt + log V1 + t2

Observagao 32.2 Neste ltimo exemplo poderiamos ter feito a redugio u =y, obtendo-se
2t 1

1+l 1+e

a equagao de primeira ordem u' +

3 A solugao geral desta equagao homogénea é, portanto, y (t) = ki + ko arctgt, onde k; e ko sdo constantes
arbitrérias.
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32.3 Reducao de ordem
32.3.1 Reducgao de ordem trivial

Considere-se uma equacao de ordem n com a forma

y(n) - f (tvy/7y”7 ) y(n_l)) )

aonde nao aparece explicitamente a fungao incégnita y, mas apenas as suas derivadas. Se
considerarmos como incégnita a derivada y’ em vez da funcdo y reduzimos a ordem da
equagao. Isto é, fazendo a substituicao

U=y,

obtemos a equacao de ordem n — 1
u" Y = f (t,u, ...,u(”_2)) .

Uma vez determinada uma solugao u desta tltima equacao, pode-se calcular uma solugao y
da equacao original por simples primitivacao da relacao iy’ = u.

Exemplo 32.3 Considere-se o problema de valor inicial:

2t
v'= 3(y')?* y1)=2 y(1)=1
Fazendo u =y, vem
2t

uma equacao separdvel; donde se obtém sucessivamente

3ui =2t

w=t+c
u? =t
u= vt

Portanto

/ 3
y = Vi
Primitivando e usando a condicao inicial, vem

BV 4T

y(t) E
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32.3.2 Equacgoes sem dependéncia explicita no tempo

O método de reducao de ordem que vamos agora descrever podera aplicar-se (apds alguma
generaliza¢ao) a equagoes do tipo

(n) _ roon (n—1)
vy =y Yy )
aonde a varidvel ¢ nao aparece explicitamente. Contudo para evitar uma notacao pesada
e férmulas dificilmente generalizdveis a ordens n arbitrédrias, apenas consideraremos o caso

n = 2.
d?y dy
az f (%E) :

Seja y uma solucao e suponha-se que existe uma fungao v tal que
dy
e
(ou seja estamos a supor que y é solu¢ao de uma EDO de primeira ordem). Derivando esta
relacao obtemos

Considere-se entao a equacao

v (y)

d?y dv . dy dv
az d—y(y)a = d—y(y)V(y)
entao
WY =) (32.2)

que é uma equagao de ordem 1 (=2 — 1) em que a incégnita é a fungao v.

Seja entao v (y) uma solugao da equacao (32.2) que satisfaz a condigdo inicial v (y9) = v
e para esta fungao v considere-se a solucao y (t) do problema d_?; = v (y) com y (ty) = Yo
Entao, pelo exposto acima, esta fungao y (¢) é também solugao de

d?y dy dy
Hr (1) om yw=w o =

32.3.3 Exemplo- o péndulo

Consideremos o péndulo representado na seguinte figura:

|
onde m é a massa do corpo pontual suspenso por um filamento rigido de comprimento L e
y é o angulo (em radianos) que este filamento faz com a vertical. Sobre a massa m actua
uma forga (gravitica) constante (na aproximacao usual) direccionada de cima para baixo e
com intensidade mg (onde g é a aceleragao da gravidade).

1 3' ¥ 1
|
|

19
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Pela lei de Newton e pela andlise das forcas envolvidas, temos:

d2
mes (Ly) = —mgseny
ou seja

Y= —gseny
L

Por conveniéncia de simplicidade de exposicao vamos tomar as seguintes condicoes iniciais:

y(O)=3 5 §(0)=2

De acordo com o exposto anteriormente vamos considerar:

==

y=v(y)

i. e. v(y) é a velocidade (angular) como fungao da posi¢ao (angular) y. Temos y = v,
y=vve

viv = —gseny
L
donde ]
§v2 = %cosy+c

Determinando a constante! ¢ através das condicoes iniciais temos

y(0) = v (y(0)

ou seja
r=v(3)
2.,/< = -
L~ '\3
donde
1 2<W) g
¢c = —v°|(=|] —=cos—
2 2 L 2
_ 99
L

Obtemos entao® (atendendo a que v (3) > 0)

2
fg (24 cosy)

4 A constante ¢ ndo é mais do que a energia em unidades apropriadas. De facto, multiplicando a igualdade
1

§v2 — 4 cosy = ¢ pelo factor mL? e somando a parcela mgL obtemos

1
3m (Lv)® + mgL (1 — cosy) = mL*c + mgL

onde podemos reconhecer (no lado esquerdo) a soma da energia cinética com a energia potencial do sistema.

Portanto se F for a energia (total) do péndulo, determinada pelas condigoes iniciais, entdo ¢ = % -4
Desta expressdo vemos que a velocidade v é sempre positiva. Esta propriedade veio da escolha particular

das condicGes iniciais, correspondendo a uma energia suficientemente grande para que o péndulo tenha um

movimento de rotacao em torno do seu eixo.
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Temos agora o seguinte problema

. 2g T
y = 7;(2+%D5y) ; y(0) =

2
Donde © .
_y |3
V2 -+ cosy L
e

2
9y

Y 1
F = ——dz =
v) /g V2 +cos z L
Como F’ (y) = ﬁ > % > 0, esta fungao F' (y) é bijectiva’ e portanto invertivel por uma
fungao (diferencigvel) F~* (i. e. (F~'oF)(y) =y ). Entao a solu¢do do nosso problema

pode-se escrever
29
H=F"1/=t
y(t) ( L)

32.3.4 Relagao com o péndulo linearizado.

Geralmente aprende-se em cadeiras de Fisica elementar, outra solucao do problema do pén-
dulo. De facto nao se trata de outra solucao do mesmo problema, mas da solucao de outro
problema: a aproximacao linear do péndulo. Trata-se portanto de aproximar o problema

Y= —gseny
L )

pelo problema
g

Yy = _zya
sendo esta aproximagao tanto mais razodvel quanto menor for a amplitude das oscilagoes (i.
e. y ~ 0). Desta equagao linear homogénea facilmente se reconhece a solucao geral:

o0 = meos (1/2) - [ an((31).

Temos entao de forma paradigmaética, um exemplo da importancia do estudo das equagoes
lineares, nao porque representem em geral um bom modelo nas aplicagoes vistas de forma
global, mas porque constituem um importante utensilio mateméatico na anélise aproximada
de modelos em regioes perto do equilibrio.

6No caso da escolha de outros valores iniciais o que se segue deve-se aplicar apenas em intervalos de
tempo t em que a velocidade y (¢) tenha sinal constante. Isto é, no caso da funcdo v se anular para certos
valores de y, podemos ainda aplicar o mesmo raciocinio mas de forma mais intrincada subdividindo o tempo
em intervalos aonde o péndulo se movimenta num mesmo sentido.

"E estritamente crescente ( F' > 0) e

lim F(y)=+o00
y—Foo

(porqueF(y)>% (y—3%) sey>§eF(y)<\/g (y—3)sey < 3).



