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34.1 Séries de Fourier - Calculo dos coeficientes

Seja f definida em [0, L] tal que
aop R 2mn 2mn
f(z) = 5 + ; (an cos (TI) + b, sen (TI))

Se supusermos que a série > (|a,| + |by|) é convergente, entdo a série trigonométrica
acima ¢ uniformemente convergente, pelo que se podem fazer os seguintes célculos

/0 " () cos (2”me> di —

L
2
= % i CoS (?x) dr +

+o0 L L
2 2 2 2
+ ; (an/o cos (%mx) cos <%na:) dx + bn/o cos (%mx) sen <%nx> dx)
L
/ f () sen <27T—mx) dx =
0 L

L
ag 2mm
= — _ d
2 | sen( 7 x) T +

+oc0 L L
2 2 2 2
+ g (an/o sen (Wme> Cos (%x) dx + bn/o sen (Wme> sen (%nx) dm)
n=1

utilizando os seguinte resultados, para n, m € Ny,

fOL cos (%Tmac) cos (Z’TT”QC) de = { sem 7 n

sem=n

v~ O

fOL sen (%me) cos (%T”x) dr =0

fOLsen (%me) sen (%T”g;) dr :{ 2 sem#n
2

sem=n
Obtemos .
2
an =7 i (x) cos (%x) dx
2 [* 2
b, = 7/ (x) sen (%nx) dx
© L
1
Qo _ — f(z)dx
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34.2 Seéries de Fourier - Definicao formal

Seja f definida em [0, L], integrével neste intervalo, e defina-se para n € N

/ f (z) cos (27”1 )dx
= %/OLf(x) sen (%Tnx) dx

e com estes coeficientes considere-se a série

SF; (x + Z (an cos ( ) + by, sen (2%%))

designada por série de Fourier de f.

J& sabemos se f for definida por uma série deste tipo com coeficientes absolutamente somé-
veis entdao SFf(z) = f(z). A questdo que surge é: em que condigdes (dada uma fungao f
qualquer) se tem SFy (z) = f (2)?

Note-se que o dominio desta série de Fourier estende-se naturalmente a toda a recta real,
i. e. em caso de convergéncia podemos dizer que SFy estd definida em R e é periddica de

perfodo L; i. e.!
SFftR—ﬂR e SFf((L‘—l-L):SFf(I)

Pelo que devemos considerar as séries de fungoes periédicas f ou de prolongamentos periédi-
cos de fungoes definidas em intervalos (como o caso que consideramos acima) quando pomos

a questao: SFy(x) = f(x)?

Entao, se partirmos de uma fungao f definida no intervalo [—/, /], fazendo um prolongamento
periédico de periodo L = 2¢ obtemos

f(z cos dx
=7 [y ()
/ flz sen ) dr

atendendo a que o integral de uma funcgao periédica ao longo de um perfodo ¢é independente
do ponto inicial; e assim obtemos a série de Fourier

1Podemos também considerar
SFp:R—C e SFp(z+L)=SF;(x)

se f tiver valor complexos (mas varidvel real).
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34.3 Série de Fourier - Teoremas de convergéncia pontual
34.3.1 Funcgoes seccionalmente monétonas

Pode-se mostrar o seguinte Teorema

Teorema 34.1 Seja [ definida em R, limitada, e tal que f(x+ L) = f(x). Se f é e
seccionalmente mondtona entao®

Vo eR SFy(z) == (f (z%) + f (z7))

N —

Note-se que, se para além das condicoes anteriores, f for continua no ponto x, temos
SFy(x) = f(x).

Uma funcao periédica de periodo L diz-se seccionalmente mondétona se for possivel subdividir
um intervalo de comprimento L num nimero finito de subintervalos, no interior dos quais a
funcao é monétona.

34.3.2 Fungoes seccionalmente C!

E mais frequente encontrar na literatura o seguinte teorema igualmente ttil e independente
do anterior (existem fungoes que satisfazem as condi¢oes do primeiro mas nao satisfazem as
do segundo teorema e vice-versa).

Teorema 34.2 Se [ definida em R é tal que f(x+ L) = f(x) e se é seccionalmente C*

entao
Vi eR SFy () == (f (¢%) + f (7))

N —

Uma funcao periédica de perfodo L diz-se seccionalmente C! se for possfvel subdividir um
intervalo de comprimento L num nimero finito de subintervalos onde a funcao ¢ C! exis-
tindo (com valores finitos) os limites laterais da derivada em cada um dos extremos destes
subintervalos.

Por exemplo a fungao f que é o prolongamento periddico da fungao /x (1 — x) definida no
intervalo [0, 1] ndo é seccionalmente C'! e portanto nao estd nas condigoes do Teorema 34.2.
Contudo ¢ seccionalmente monétona e limitada estando entao nas condigoes do Teorema
34.1. Por outro lado, o prolongamento periédico da funcio 3 sen 27” definida no intervalo
10, 1] estd nas condig¢oes do Teorema 34.2 mas nao nas do Teorema 34.1.

2Para explicar a notacio utilizada neste enunciado temos (pela defini¢do das vérias notacgoes)

fE)+ (7)) = lm f()+ lim f(t) =l f () +lim f (2)

lim (f(z+e)+ f(z—e¢)) = lim (f(z+e)+ f(z—¢)).

e—0
e>0
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34.4 Exemplo

Considere-se a fungao f (z) = x definida no intervalo |-, 7]. Calculando os coeficientes da
sua série de Fourier temos

1 s
a, = —/ f(x)cos(nx)dr =0
™ —T
porque f é uma funcdo impar. Usando este mesmo facto temos (para n > 1)

by /_ 7; £ () sen (nz) da

/ xsen (nx) dx

0

1
m
2

™

= 2] [ )
L2 () 0
_ 2

De acordo com os teoremas anteriores temos

2
Vo € |—m, 7| Z(=1)""'sen (nz) =z
n
n=1
para além dos resultados 6bvios
+00 2 +00 92
;n( )" sen (—nr) ;n( )" sen (nr)

34.5 Séries de senos

Na consideracao da equacao de calor numa barra com extremidades a zero graus ja nos
depararmos com o problema de desenvolver em série de senos uma fungao f definida num
intervalo da forma [0, ¢]. Vamos resolver este problema fazendo o desenvolvimento em série
de Fourier nao da fung¢ao f no intervalo [0, /] mas do seu prolongamento impar no intervalo

[—¢,0). 3
Dada entfo uma funcio f definida no intervalo [0, ], seja. f definida em [—£, ] por
f(z) se z €0,/

0 se x =0
—f(—z) sexe[-¢0]

3 A propésito da consideracio de intervalos abertos ou fechados ou abertos & esquerda...note-se que a série
de Fourier de uma funcgao fica inalterada se modificarmos esta fun¢do num ponto ou mesmo num conjunto
de media nula; pois o cédlculo dos coeficientes fica inalterado de acordo com propriedades bem conhecidas do
célculo integral.
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Entao .
SF7(x) = % + ; (an cos (%x) + b, sen <%x>>
com _—
ay, = Z/_Kf(x)cos(7x> dx =0
e

¢
/ f (x)sen <7T—€nac> dx
/ f () sen (W—nac) dzx.

0 l
Reparando que no intervalo [0, /] as fungoes f e [ coincidem, obtemos a série de senos de

f:

S~

1
‘
2
‘

SS¢(x) = fbn sen (W—;x)
n=1

b, = %/OK f (x)sen <7T—;x> dx.

Podemos usar os teoremas anteriores para estudar em que pontos se tem a igualdade Sy (x) =
f (z) através do estudo da igualdade SFf (z) = f (z).

com

34.6 Séries de cosenos

Na consideragao da equacao de calor numa barra totalmente isolada ja nos depararmos com
o problema de desenvolver em série de cosenos uma funcao f definida num intervalo da forma
[0, £]. Vamos resolver este problema de forma andloga ao que fizemos para a série de cosenos,
fazendo o desenvolvimento em série de Fourier ndo da fungdo f no intervalo [0, ¢] mas do seu
prolongamento par no intervalo [—/, /].

Dada entfo uma funcio f definida no intervalo [0, ] seja f definida em [—£, ¢] por

sy | flx) sexel0,(
J(x)= { f(=z) sexe[-£0]
Entao .
SFf (x) = % + Z (an CoS <%x> + b,, sen <%x>)
com n_l
b, = % y f () sen (%x) dx =0
e

a, =
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Reparando que no intervalo [0, /] as fungoes f e f coincidem, obtemos a série de cosenos

de f:
SCy(x —l—Zancos( >

= %/Oéf (x) cos (W—Enac> dx.

Podemos usar os teoremas anteriores para estudar em que pontos se tem a igualdade SC (z) =
f (z) através do estudo da igualdade SFf (z) = f (z).

com

34.7 Exemplo

Exemplo 34.1 Considere-se f(x) = €* definida no intervalo [0,1]. Temos
6(1+in7r) -1 e(lfimr) -1

1 1
— 9 e cos dr = €(1+in7r):c + e(l—inw)x dr =
o /0 (nmz) dz /0 ( ) * 1 +nm - 1 —inm

_ 5E (-1)" -1
N 1+ n2n2
e
1 1 n
1 : . -1 e(—-1)" -1
bn — 2/ 61' sen (n,ﬂ-m> dl' — _/ (€(1+1n7r)l‘ _ 6(1—1”7‘().7}) dm — _2zn7_(_(—)22
0 v Jo ) 1+nm
1—e(-1)"
= 27171'71 g
Entao a série de cosenos de [ é
SCy(x —6—1—1—22 1; o cos(mm),

a série de senos de f é

1—e(-1)"
SS(x E 2nm BT (mnx),
e a série de Fourier de f é

—+00

SFy(a)=e—1+) 2 -

———— (cos (2mnx) — 2n7sen (2nx)) .
< 14+ 4n’nm

E como f é mondtona, temos a sequinte convergéncia pontual:

SCy(z)=e€"  parax € [0,1],
SS¢(z)=€*  parax€]0,1]

SFf(z)=¢€*  parax €]0,1]

e SF;(0) = SF; (1) = QTH



