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38.1 Equilibrio da equacao do calor e da equacao das ondas

2
u U
Quer na equacao do calor — = klapu, quer na equagao das ondas 2 - clapu, as
configuragoes de equilibrio (i.e. as solugoes que nao dependem do tempo t) sdo dadas pela
equagao de Laplace
lapu = 0.

Portanto as solucoes da equacao de Laplace tanto podem ser interpretadas como os estados
de equilibrio térmico ou como configuracgoes de equilibrio eldstico.

As solucoes de classe C? da equacao de Laplace designam-se por funcoes harménicas.
A duas dimensoes a equacao de Laplace fica
Pu %
a2 "B
Desta equagao bidimensional j& conhecemos (ver aulas de andlise complexa) uma descri¢ao
precisa das suas solucoes: u € solugao da equagao de Laplace sse é a parte real de uma funcao

analitica. Com base neste conhecimento vamos resolver a equagao de Laplace com condigoes
fronteira num dominio circular.

0.

38.2 Equagao de Laplace - Dominio circular

Considere-se o seguinte problema
Pu  u

@+a—y220 parax2+y2<1

Equacao de Laplace

(38.1)
Condicao fronteira

(de Dirichlet) u (cos,senf) = (0), para 6§ € [0, 2]

Este problema a ter solugao, como veremos que tem (se ¢ for suficientemente regular), sera
dada pela parte real de uma funcao analitica g (z). Ou seja dada a solugdo u, poder-se-
determinar a sua harménica conjugada v e a fungao analitica

g(z+iy) =u(z,y) +iv(z,y).
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Esta funcao g serd analitica no circulo |z| < 1, pelo que esta fungao pode ser desenvolvida

em série de Maclaurin:
—+o0

g(z)= chz” para |z| < 1.

n=0

Entao, pelo menos formalmente, vem

P (0) = Reg(ew)

+o0
= Re Z c, e
n=0
Designando a,, = Rec, e b, = —Imc,, obtemos
+00 ‘
Y (0) = Red (an—ib,)e™
n=0
+o0
= Re Z (@, — iby,) (cos (nf) + isen (nh))
n=0
+oo
= Re Z [(an cos (nB) + by, sen (n)) + i (a, sen (nf) — by, cos (nd))]
n=0
+oo
= Z (ay, cos (nf) + by sen (nd)) .
n=0

Ou seja, em condigoes gerais, a,, e b, sao os coeficientes de Fourier da funcgao 1.

Entao, podemos concluir que a solugao (formal) do problema proposto é

+o0
u(z,y) =Re ) (an —iby,) (x +iy)"
n=0
Ccoml

ap = 5= [Z74h () df

~ o2
an = %fohzﬂ (0)cos (nf) dd  paran >1
by =1 [27 4 (0) sen (nf) db.
Esta solucao toma um aspecto particularmente simples se a escrevermos em coordenadas

polares:
x=pcost e y=psenb,

obtendo-se

400
u(pcosf,psenfd) = Re Z (a, — iby) (,oeie)n (38.2)

n=0
“+00

— Z p" (ay, cos (nf) + by, sen (nf)) .

n=0
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Pode-se mostrar que se o prolongamento periédico de v for de classe C? entao a, e b, sao
tais que tornam a série (38.2) uniformemente convergente para p = 1; neste caso entdo, a
funcao u solugao do problema (38.1) é definida pela série (38.2) e ¢ de classe C* em p < 1
e continua em p < 1.

Exemplo 38.1 Considere-se a sequinte concretizag¢io do problema (38.1):

0*u  0%u

@vL@—yQ:O para x° + 12 < 1

u (cosf,senf) = —2 + 5send + 3 cos (26) para 0 € [0, 27]

De acordo com o exposto acima, a solucao é dada por

—+00

u(x,y) = Re Z (ay, —iby) (x +iy)",

n=0

onde os coeficientes a, e b, sao definidos por

+o0o
—2+5senf + 3 cos (20) = Z (@, cos (n#) + by, sen (nd)) .
n=0
Portanto ag = —2, as = 3, by = 5, sendo os restantes coeficientes nulos. Obtemos entdo

u(z,y) = Re (—2 + (=15) (x +iy) + 3 (x + zy)2)
= Re (—2 + =15+ 9y + 3 (x2 —y* + zQxy))
= —2+45y+3(2* —y%),

ou em coordenadas polares

u(p,0) = —2 + 5psen d + 3p® cos (26) .

38.3 Equacgao de Laplace - Outros dominios planos

Vamos agora ver como a resolucao da equacao de Laplace com condigoes de Dirichlet no
circulo pode servir para resolver o mesmo problema noutros dominios. Considere-se entao o
seguinte problema:
- Pu  u
Equacgao de Laplace — +— =0 em D

ox?  Oy?
(38.3)
Condicao fronteira
(de Dirichlet) u=yp emdD.
Onde D é um dominio aberto simplesmente conexo de R?, 9D & a fronteira do dominio D e ¢
¢ uma funcao dada definida em 0D (suficientemente regular). Vamos supor ainda que existe
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uma fungdo f (z) analitica em |z| < 1 com inversa f~! também analitica (no seu dominio)

tal que
D = {(z,y) e R*: (z,y) =Pf () para algum z tal que [z] <1},

onde P ¢ aplicagao que ao nimero complexo z + iy faz corresponder o ponto (z,y) de R?;
ou seja f é tal que D é o contradominio desta funcgao, se identificarmos naturalmente os
subconjuntos de R? e de C. Suponha-se ainda que’

OD = {(z,y) eR*: (z,y) =Pf (eig) para algum 6 € [0,27]},

ou seja, identificando R? com C, a fronteira 9D é parametrizada por f (ew) com 6 € [0, 27].

>
|-

=3

Entao a funcao
u(x,y) = Rego f~! (z +1y)

¢ solucao do problema (38.3), sendo g uma fungio analitica em |z| < 1 tal que?
Reg (") =4 (0) = (Pf (7)),

de acordo com a solugdo do problema (38.2).

De facto como g e f~! sdao fungoes analiticas, concluimos que u (z,y) = Rego f~! (z + iy)
é harmonica. E sobre a fronteira 0D temos,

u(Pf(e”)) = Regof'(f(e”))
= Reg(ew)
= ¢ (Pf(e")).

Ou seja, se @ (z,y) ¢ solugao do problema (38.2) com 1 (0) = ¢ (P f (€)), entdo u (z,y) =
@ (Pf~! (x +iy)) & solugao do problema (38.3).

'De facto ndo seria necessirio fazer mais hipéteses uma vez que esta expressdo para a fronteira 0D é
consequéncia das hipéteses anteriores, no entanto nao iremos fazer aqui essa deducéo, pelo que a expressao
de 0D podera ser tomada como nova hipétese.

2A aplicacdo P : C — R? é definida por

Pz =(Rez,Imz).
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38.4 Equacao de Laplace - Dominio rectangular; separacao de va-
riaveis
Apesar de termos chegado a solugoes da equacao de Laplace sem fazer intervir o método da

separacao de varidveis, este método ¢é ainda importante na resolucao destes problemas em
dominios rectangulares como veremos de seguida.

Vamos considerar agora o problema

( - Pu 0%
Equacao de Laplace ) + 8_y2 =0
u(x,0) = fi () (38.4)
Condigoes fronteira uw(0,y) = f2(y)
(de Dirichlet) u(x,B) = f3(x)
( u(A,y) = fa(y)

no rectangulo 0 < x < Ae 0 <y < B. Uma vez que na descrigao deste dominio as varidveis
x e y intervém separadamente, estamos em condicoes de aplicar o método de varidveis.

mEL s |

*Lw‘ | ‘ e
T ATE

Soma de solugoes Podemos decompor a solu¢ao do problema (38.4) na soma de quarto
fungoes solugoes cada uma delas de um problema simplificado. Assim

u(t,x) =wuy (t,x) +ug (t,x) +ug (t,x) + uy (t,x) (38.5)

onde as fungoes uq, us, uz € uyg, s20 solugoes, respectivamente, dos seguintes problemas:

( 82U1 4 82U1 —0 ( 8QUQ 4 82162 —0 ( 82U3 i 8QU3 —0 ( 82U4 4 82U4 —0
0x? 8y 0x? 0y? 0x? 0y? 0x? 0y?
< uy (2,0) = fi (x) ug(xO)—O ug (z,0) =0 < ug (2,0) =0
(Oy)—O u (0,y) = () (Oy)—O (Oy)—O

uy (z, B) = us (z, B) = uz (v, B) = f3(z) | wa(z,B)=
\ (Ay)—O { (Ay)—O \ (Ay)—O [ wa (Ay) = fa(y)

Separacao de varidveis Aplicando o método da separacao de varidveis, vamos determinar
fungoes da forma X (z)Y (y) solugoes do problema linear homogéneo:
82U1 82U1

0x? + Oy?

=0 com u(0,y)=us(Ay)=0=u(z,B) (38.6)
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Temos
X"Y+XY"=0 com X(0)=X(A) =0 e Y(B)=0.
X// Y/l
Portanto A = ~- 7 tem de ser constante, donde

X"=XX com X((0)=X(A)=0

Y'"=-\Y com Y (B)=0

O primeiro problema j& resolvemos anteriormente e s6 tem solugoes nao triviais quando

n?m?

-

sendo as solugoes dadas, a menos de uma constante multiplicativa, por

X (x) = sen (%x) .

A= com n € Ny,

Temos agora, para cada n € Ny,

n2m?

A2
Resolvendo esta equagao homogénea de 2* ordem obtemos

YII — Y

Y (y) = cre” AV 4 cpe’i,
Usando a condigao Y (B) = 0, obtemos
Clein_f;rB + CQG%B = 0,

portanto

nrp
cp=ceA € Cp=—c& A7,

para alguma constante c. Donde

Y (y) = 2¢sh (”—2 (B — y))

As solugbes X ()Y (y) que acabamos de obter,

sen (n—Zx) sh (% (B — y)) ,
a menos de uma constante multiplicativa, podem ser somadas para obter uma solugao geral
(formal) do problema (38.6):

uy (t,z) = f K, 1sen (%x) sh <n£ (B — y))
n—1

Vamos agora determinar os coeficientes K, ; de modo a obtermos uma solucao que satisfaca
a condigao uy (x,0) = fi (z). Obtemos

B o K sh nnB nmw
f1 (96) = Z n,1 S (T) sen <7x) .

n=1
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Reconhecendo a série de senos da funcao f; (z) concluimos

nrtB 2 4 nmw
K, 1sh <T) = Z/o f1(x)sen <Zx> dz,

ou seja’
2 A nmw
n = <_ > .
K T1sh (m,ZB)/o f1(z)sen 77 dx

Do mesmo modo (ou usando as simetrias do problema) obtemos

us (t, ) = i K, 2sh (n—g (A— x)) sen (n—gy>
n=1

com 5
2 nw
Kn,? = W/(; f2 (y) Sen <§y> dl’,
+o0
nm nm
ug (t,x) =Y Kpgsen(—=x)sh(—y
5 s (21 (5
com N
2 nm
K,3= W/o f3 () sen (795) dx,
© +
nm nm
uy (t,z) = K, 4sh <—x> sen <—y>
; B B
com

nm

Ky = ﬁ /OB fa(y) sen (E?J) dz.
B

Chegamos assim, através de (38.5), a solugao do problema (38.4).

3Note-se que apesar de sh ("7” (B — y))crescer exponencialmente com n, o produto K, 1 sh (% (B — y))
é limitado; e decresce exponencialmente com n para y # 0.



