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Resolucao

1. Considere a seguinte regido de R3:

S:{(x,y,z)€R3:O§x§1,0§y§7r,0§z§ex}.

3.5 val. (a) Calcule o integral /// sin y.
S

3.5 val. (b) Dada uma fung3o integravel, f, em S escreva uma expressdo para // f da
S
AL () ) o)

RESOLUGAO:

(a) A regido S é constituida pelos pontos (x,vy,2) € R3 com coordenadas (z,y)
no rectangulo [0, 1] x [0, 7] e com coordenada z entre o plano z = 0 e a superficie
z = €. Como esta superficie se obtém transladando o gréfico da exponencial (no
plano zOz) ao longo do eixo Oy, obtemos o seguinte esbogo:

Figura 1:

O integral pedido pode ser calculado facilmente por um integral iterado na ordem
dz dx dy. De facto, se fixarmos y € [0, 7|, obtemos os seguintes cortes verticais:



z=e"

Figura 2: Corte em S segundo y constante com 0 <y < 7

e entdo o integral pedido é o seguinte:

T

Wl [ ([ ([ s}
:/OW (/O (ersmy)dx) dy

— / [¢" sin |2} dy
0

= (e— 1)/0ﬂsinydy = (e = 1)[~cosyly—5 = 2(e — 1).

(b) Para o integral iterado pedido, hd que fixar primeiro a coordenada z. Do esbogo
acima, é claro que, se fixarmos z, obtemos os seguintes cortes:

Figura 3:



Com efeito, se fixarmos z € [0, 1], obtemos como corte um rectangulo com z € [0, 1]
e com y € [0, 7]:

i

Figura 4: Corte em S segundo z constante com 0 < z < 1.

Se fixarmos z € [1, e] obtemos como corte um rectangulo:

Figura 5: Corte em S segundo z constante com 1 < z < e.

O integral iterado escreve-se entdo:

= [ (] o))
i /1 (/0” </1g .y, 2) d:v) dy) dz.

4 val. 2. Use coordenadas cilindricas para calcular a coordenada x do centrdide do seguinte
sélido

B={(r,y,2) eR*: 0<y<o;1—ya2+y2<z<2-2z*+yH)}



RESOLUCAO: O conjunto B é a regido entre as superficies de revolucdo 2z =

1—y/22+y2ez=2—-2(x*+9%):

Figura 6:

Assim, vamos utilizar uma transformacdo g : R? — R? de coordenadas cilindricas
em relagdo ao eixo Oz:

xr = pcosb
y = psiné
z = z.

O determinante da matriz Jacobiana desta transformacdo é ent3o
| det(Dyg(p. 0, 2))| = p
e, nestas coordenadas, a regiao é descrita por
g HB) = {(p,0,y) : 0<9<£, 0<p<l, 1—p<z<2—2p%}.

Assim, o volume do sélido B é dado por
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e a coordenada = do centrdide é dada por:
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3. Considere o seguinte campo de forcas definido em todos os pontos de R? excepto
nos pertencentes aos eixos Ox e Oy:

B z z x Yy
F(z,y,2) = 24220 24220 22422 24 22)

1.5 val. (a) Mostre que F' é um campo fechado.

2 val. (b) Calcule o trabalho de F" ao longo da curva C definida por y = 1 e 2422 = 1,
percorrida no sentido anti-hordrio para um observador colocado no ponto
(0,10,0).

2 val. (c) Calcule o trabalho de F' ao longo da curva C definida por z = 1 e y?+ 22 = 1,
percorrida no sentido anti-hordrio para um observador colocado no ponto
(10,0,0).

1.5 val. (d) Calcule o trabalho de F ao longo da curva C3 definida por x = y e 22 +y2 +

2% = 1 percorrida no sentido anti-hordrio para um observador colocado no
ponto (10,0, 0).

RESOLUGQAO:



(a) F é um campo de classe C* em R3\ {(2,0,0), (0,y,0) z,y € R} e

OF _, 0P,
dy ox
OFy  2>—a2*  OF
0z (224222 Oz
ory, y? — 22 _ OFy

0z (y2+22)2 Oy’

pelo que F' é um campo fechado no seu dominio.

(b) O campo F' pode ser decomposto na soma de dois campos fechados G e H

dados por
z x
G=|- ,0,
( 2422 %+ 22)

z Y
H=(0 -
(’yz—i—z?’ y2+z2)’
eentdo [, F-dg= [, G- dg+ [, H- dg:.

Para calcular fCl H - dg; notamos que H é um campo fechado em R3\ {(x,0,0), = €
R} e que a linha 'y estd contida no conjunto em estrela

1
S:{(m,y,z)€R3:y>§}.

Portanto, o campo H é um gradiente em S e, sendo C; C S uma linha fechada,
entao

C1

Para calcular fCl G - dg; podemos usar, por exemplo, a parametrizacdo de C no
sentido indicado dada por g; : [0,27] — R?, com g;(6) = (cos 6, 1, —sin ). Assim,
o trabalho realizado por G ao longo de C; é dado por

G- dg = / " Glar(t)) - gi(t) db =

C1

2
= / (sin®,0,cosf) - (—siné,0, — cosd) df = —2m,
0

Portanto,
/ F.dg =—-2r+4+0=—27.
Cq



(c) Novamente, [, F'- dg, = [, G- dga+ [, H - dgo.

Para calcular fog G- dg, notamos que G € um campo fechado em R3\ {(0,,0), y €
R} e que a linha C; estd contida no conjunto em estrela

T={{(z,y,2) ER*: 2 > %}

Portanto, o campo GG é um gradiente em T e, sendo (', C T uma linha fechada,
entao

C1

Para calcular f02 H - dg, podemos usar, por exemplo, a parametrizacao de 'y no
sentido indicado dada por g5 : [0, 27] — R3, com go(6) = (1,cos6,sinf). Assim,
o trabalho realizado por H ao longo de C5 é dado por

[ - g - / " H(ga(t)) - ghlt) d6 =

21
= / (0,sin 0, — cosf) - (0, —sin b, cos ) df = —2,
0

Portanto,
/ F.dg,=0-2r=—-2m.
Co

(d) Novamente temos [, F'-dg = [, G -dgs+ [, H - dgs.

Como G é um campo fechado em R?\ {(0,,0), y € R} e C3 pode ser deformada,
neste conjunto, de modo a obter a curva C; percorrida no sentido horario quando
observada do ponto (0, 10,0), temos que

G-dgs =— G- dg, = 2.
C3 C1

Por outro lado, H é um campo fechado em R3\ {(z,0,0), z € R} e C3 pode
ser deformada, neste conjunto, de modo a obter a curva C5 percorrida no sentido
anti-horario quando observada do ponto (10,0,0) e, portanto,

G -dgs = G- dgy = —2m.
C3 Co

Conclui-se entdo que [, F'-dg =27 — 21 = 0.



2 val. 4. Seja f : R — R uma funcdo de classe C''. Considere o campo vectorial

1
Flaa) = (gsente? + 20, 1))
e o conjunto

D:{(x,y)ER2:O<x<1;g<x2+2y<7r}.

Calcule o trabalho realizado pelo campo F' ao longo da fronteira do conjunto D
percorrida uma vez no sentido anti-horério.

RESOLUCAO: O campo F é de classe C'! em D e este conjunto é uma unido de

Y
%
D
I
1 T
Figura 7:

um ndmero finito de dominios elementares. Podemos entdo aplicar o teorema de
Green, com P(z,y) = £ sin (22 +2y) e Q(z,y) = f(y), e obter

/ F-dg:/ Pdx 4+ Qdy = //a—Q—a—Pda:dy
aD aD p O dy



