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Resolucao

1. Considere o conjunto

(a)
(b)
()

L={(z,y,2) eR®: 2® +y* =1; 2 =2+ (y - 1)*}.

Mostre que L é uma variedade e determine a respectiva dimensao.
Determine o espago tangente e o espaco normal a L no ponto (1,0, 2).

~ % , .
Mostre que a fungdo f(z,y,2) = 2 + % tem um mdximo e um minimo absolutos
em L e determine-os.

Resolucao:

(a)

Seja I : R3 — R? a funcdo definida por
F(l‘,y,Z) = ($2+y2—1, Z_xQ_(y_l)Q)

Entdo L é o conjunto de nivel (0,0) de F. A funcdo F' é de classe C'! porque as
suas componentes sdao polinémios. A matriz Jacobiana

2x 2y 0

tem caracteristica igual a 2 em L. De facto, a segunda linha de DF(z,y, z) ndo é
multipla da primeira e, por outro lado, as entradas da primeira linha nao podem ser
todas nulas porque 22 +y?> =1 em L.

Assim, L é uma variedade de dimensao 1.

O espago normal a L no ponto (1,0,2) é gerado pelas linhas de DF(1,0,2), ou
seja, pelos vectores (2,0,0) e (—2,2,1).

Sendo ortogonal ao correspondente espago normal, o espaco tangente a L no ponto
(1,0,2) é o conjunto de vectores (u,v,w) descrito pelo sistema de equagdes

20=20
—2u+2v+w=0,

ou seja, € o espaco gerado pelo vector (0,1, —2).



(c) Da defini¢do de L temos
x2+y2:1, z=2-2y

e, portanto,
2| <1, Jyl <1, [2] <4

Assim, L é um subconjunto compacto de R? e, sendo continua, concluimos que a
funcdo f tem um maximo e um minimo absolutos em L.

Para os determinar recorremos ao método dos multiplicadores de Lagrange que
consiste em resolver o sistema

Dg(z,y,2) =0
F(z,y,2)=0

em que ¢ é a funcdo definida por

3
g(x,yﬂ)=Z+y§+a(x2+y2—1)+ﬁ(2—w2—(y—1)2)-

Ent3o temos

2ar — 20x =0

y?+ 20y — 2By +28=0
1+8=0

2?2+ —1=0

z—2?—(y—1)*=0.

Da terceira equagao, 5 = —1 e, da primeira equacdo, obtemos
(a+1)x=0 < a=-1V z=0.
Se o = —1 entdo, da segunda equacdo, y?> = 2 e, da quarta equacdo, obtemos a
condicdo impossivel 22 = —1.
Portanto, deveremos ter x = 0 e, da quarta e quinta equagdes, y> = 1; 2 = (y—1)2.
Assim, as solugBes do sistema sdo os pontos (0, —1,4) e (0,1,0).
11

Tendo em conta que f(0,—1,4) = 3 e que f(0,1,0) = % concluimos que f tem

o maximo absoluto em L no ponto (0,—1,4) e tem o minimo absoluto em L no
ponto (0, 1,0).

2. Considere a variedade de dimensao 2
2
M = {(:p,y,z) eER?: 2= (\/x2+y2—2> ;2 < 1}

e o campo vectorial definido em R? por
F(z,y,2) = (2z,2y, —4z).

Calcule o fluxo de F' através de M no sentido da normal com terceira componente
positiva, usando:



(2.5 val.) (a) a definicdo de fluxo;

(3 val.) (b) o teorema da divergéncia;
(3 val.) (c) o teorema de Stokes.
Resolucao:

(a) M é a superficie obtida rodando a pardbola z = (p —2)? em torno do eixo Oz, com
z €]0, 1].
Consideremos a parametrizagdo de M definida por:

g(pv 0) = (p cos Qa psenev (p - 2)2)7 p 6]17 3[7 0 E]Oa 27T[

A sua matriz Jacobiana é dada por

cos)  —psend
Dg(p,0) = send pcos b
2(p—2) 0

Vemos que

D,g x Dgg = (cosf,send,2(p —2)) x (—psend, pcosb,0)
— (=20 — 2) cos b, ~2p(p — 2)send, )

tem o sentido da normal pretendida, com a terceira componente positiva. Assim,
F(g(p,0)) - (Dpg x Dag)
= —4p*(p — 2)(cos? O 4 sen?0) — 4p(p — 2)*
= —8p(p—2)(p—1),

pelo que o fluxo é dado por
2 3
/ F.vdS= = / / F(g(p,0)) - (Dpg x Dyg) dp db
M o Ji
27 3
= [ [ ~solo- 200~ dpat
o J1

2T 3
= —8/ / 0> —3p° 4+ 2pdb
0 1
4 3

= —167 {p_

1 0° + pQ] = —327.

1



(b)

Temos divF = 2+2—4 = (. Seja B a regido do plano z = 1 entre as circunferéncias
de raios 1 e 3 centradas na origem. Sejam np,n,, as normais unitarias a B e M,
respectivamente, exteriores ao sélido D limitado por B e M. Pelo Teorema da

Divergéncia temos,
0:///divF:/ F-nM+/F-nB.
D M B

ng=(0,0,1) e F-np = —42z = —4 em B, temos

Como

/ F-np = —4(drea B) = —4(97 — 7)) = —32m.
B

/FHM:O—/FHB:?)QW
M B

Note-se que este fluxo é segundo a normal exterior a fronteira de D e que o fluxo
pedido é segundo a normal interior, pelo que o resultado deverd ser —327, como o
obtido na alinea (a).

Assim, obtemos

Sabemos que divE = 0 e que o dominio de I ¢ R3, um conjunto em estrela. Con-
sequentemente, existe um potencial vector A tal que rotA = F. Para o determinar
resolvemos o sistema:

0Az _ 0Ay _ _

Ay 8Z—F1—2I
0A1 _ 0As _ _

0z 8:1:_F2_2y
0As  0A1 __ _
b _8y_F3_ 4z.

Escolhendo A; = 0, obtemos da segunda e terceira equagdes A3 = —2zy+ P(y, z),
Ay = —4xz 4+ Q(y, z). A primeira equagido fica entdo —2x + %—5 + 4x — % =2
e pode ser resolvida tomando, por exemplo, P =0 e () = 0. O potencial vector é
entdo A(z,y,z) = (0, —4xz, —2zy). Usando o Teorema de Stokes temos

/F-l/dS:/rotA-udS:/ A-dy,
M M oM

onde v é uma parametrizagdo da fronteira de M, percorrida no sentido compativel
com a orientacdo de M dada pela normal v. Temos OM =11 UT'; onde

Iy ={(z,y,2) eER®: 2* +y*=9; 2 =1}

y={(@.y,2) €R®: 2® 43P =152 =1},



e, usando a regra da mao direita, concluimos que I'; deve ser percorrida no sentido
anti-horario e I'y no sentido horario, quando observadas, por exemplo, do ponto
(0,0,10). Assim, uma parametriza¢do para I'; é dada por

7 (t) = (3cost,3sent, 1) 0<t<2m
e para 'y é dada por
Y2(t) = (cost, —sent, 1) 0 <t < 2.

Finalmente obtemos
/ F-l/dS:/ A-dy
M oM
2 2m
= [ Aeu®) i@ [ AGa) e de
0 0
2T
= / (0, —12 cost, —18sent cost) - (—3sent, 3 cost,0) dt +
’ 2m
+/ (0, —4 cost, 2sent cost) - (—sent, — cost,0) dt
0

27 27
= / —36 cos®t dt + / 4cos’t dt = —367 + 47 = —32.
0 0

3. Considere a fungdo

g(t) = / 1 sen(xt)dz. (1)

x
(2 val.) (a) Mostre, justificando detalhadamente, que a equagido
utglu+v)=1, (2)
define v como fungdo de u, localmente em torno do ponto (u,v) = (1, —1).
(1 val.) (b) Calcule a derivada %(1)
Resolucao:

(a) Afungdo g : R — R em (1) é de classe C'! e a sua derivada satisfaz a regra de
Leibniz, uma vez que a fun¢do integranda no segundo membro de (1),

f i [m2r]xR — R
sen(xt)

flxt) = :

T




é continua, a regido de integracdo, [, 27|, é compacta e a derivada parcial em
ordem a ¢,

— = cos(xt),

ot

é continua. A funcao
F:R* — R
F(u,v) = u+g(u+w),

é entdo de classe C' em R?. O ponto (u,v) = (1, —1) satisfaz (2),

2
0
1+/ —dxr =1,
. T

a derivada de F' é dada pela expressao
DF(u,v) = (14g¢'(u+v), g'(u+v)).

e portanto
OF
—(1,—-1) = ¢'(0).
5-(1.=1) = 4(0)

Para determinar ¢’(0) aplicamos a regra de Leibniz

dg d [Tsen(zt) , [ O (sen(at) B

™

2
= / cos(zt) dz.

Obtemos entio )
g'(0) :/ 1de=m,

e portanto

OF
oy L= =m#0.

Do teorema da fungdo implicita concluimos que a equag&o (2) define implicitamente
v como funcdo de classe C'' de v numa vizinhanga do ponto (1, —1).

(b) Do teorema da fun¢do implicita obtemos também

%(1) = —(D,F(1,-1)"'D,F(1,-1) = —% (14+7)=-1- %



