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apresente e justifique todos os calculos
duragdo: hora e meia (11:00-12:30)

(1) Considere o sélido

S={(zy,2)eR :0<r<l;jz<y<1l;0<z<+/2—22—y2}.

(3.5 val.) (a) Calcule o integral ///S z.

Resolucao

O sélido S tem como base o tridngulo no plano Oy com vértices (0,0,0),
(1,1,0) e (0,1,0), tem paredes verticais, e é limitado superiormente pela
parte da esfera 2 + y% + 2? = 2 por cima deste tridngulo (ver Figura 1).
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FIGURE 1

Usando o teorema de Fubini e escolhendo a ordem de integracdo natural em
termos das desigualdades que definem S, obtém-se:
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como se deduz dos cortes verticais obtidos fixando x € [0, 1] (ver Figura 2).
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FIGURE 2
(3.5 val.) (b) Escreva uma expressdo para o volume de S em termos de integrais iterados
da forma
L[ (L )a) e
Resolucao
Os cortes de S com planos z = const sao diferentes para 0 < z < 1 e
1<z<vV2
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FIGURE 3

Da Figura 3 vemos que a expressao pretendida é:

///51 - /01 /Oﬂ/oydxdy"‘/\/llﬁ/omdxdy dz +
1__ da:dy—i— Vet drdy| dz.
\/:

(2) Calcule o volume do sélido

1 3 (3 val.)
B ={(z,y,2) € R :1+§(:E2+y2) <z< 5\/x2+y2, x>0, y>0}.

Resolucao
Em coordenadas cilindricas



x = pcos(f)
g:4q vy = psen(d)
Zz = Z
as desigualdades que definem ¢! (B) sdo
1 3 T
1+ = p? s z
-|-2,0 <z< 5 P 0<b< 5

(as duas curvas no plano pOz intersectam-se em p = 1 e p = 2). Fazendo um
corte com 6 constante obtemos a seguinte figura:
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FIGURE 4

O volume é entio:
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(3) SejaI' C R? a curva definida por
I ={(z,9,2) eR®: 2=2—y, 2* +9°+ (2 —2)* =1}.
(2 val.) Calcule a massa de I" sabendo que a densidade de massa é dada por o = 2.
Resolucao

A curva I é dada pela interseccdo da esfera de centro (0,0,2) e raio 1 com o
plano z = 2 — y (ver Figura 5).
A projeccao da curva I no plano Oy € a elipse I' dada por
~ 2
L:a2®+ yT =1.
2
Uma representacao paramétrica de T é entdo
_ x = cos(t)
i i

y = Jzsen(t), 0<t<2r



(1)

FIGURE 5

e portanto a representacao paramétrica correspondente de I' é

x = cos(t)
g : y = %sen(t) 0<t<2m |

z = 2-— Zssen(t)

com norma do vector velocidade dada por

1g' ()| = \/senQ(t) + %cosQ(t) + %cosz(t) =1

Assim, a massa de y é

1\/1assa(r)=/Fa=/rz=/027r (2—se\r}(§t))-1-dt:47r.

(4) Considere os campos vectoriais

F(z,y,z) = (sen(zz)z, y, sen(zz)x) e

2y 2z
G(z,y,2z) = (— , , 0).
@92 = (o e 0)
a) Mostre que F é um campo fechado e indique, justificando, se F é um gradi- (2.5 val.)
ente no seu dominio. Em caso afirmativo determine um potencial escalar.

Resolucao
F é um campo vectorial de classe C! em R®. Por outro lado
o _ , _on
or Oy
OF _ , _ R
oy 0z
OF: OF;
a—; = cos(zz)xz +sen(rz) = a—zl’

pelo que F é fechado. Uma vez que o campo F é fechado no dominio
simplesmente conexo R?, é também gradiente nesse dominio. Temos

6—5 = sen(zz)z
Vo=F & 5 =y
g—f = sen(zz)x



Primitivando em ordem a z ambos os membros da primeira equa¢do em (1)
obtemos

(2) ¢ = —cos(zz) + ¢1(y, 2).

Substituindo (2) na segunda equacdo de (1), obtemos

9 (—cos(zz) + ¢1(y,2)) = y&

Ay
acl(ya Z) _
oy - ve
1
(3) ci(y,2) = §y2+02(3)-
Substituindo (3) em (2) e depois o resultado na terceira equacdo de (1),

obtemos

o (_cos(gcz) b cQ(z>) = sen(rz)z &

0z
deo(2)
P 0&
c(z) = c

Escolhemos esta constante aditiva final igual a zero, ¢ = 0. Substituindo em
(3) e (2) obtemos um potencial escalar de F,

1

(4) @ = —cos(xz) + §y2.
(1.5 val.) b) Calcule [.(F + G) - dg onde I' é a curva definida por z = 2 — y e 2* +
y?2 + (2 — 2)? = 1, percorrida no sentido hordrio quando observada do ponto
(0,0,10).
Resolucao
Temos que

/(F—i—G)-dg:/F-dg—i-/G-dg.
r r r

Como o campo F ¢é gradiente e a curva I' é fechada (ver Figura 5) temos

/F-dg:O.
r

O campo G é um campo de “ralo da banheira” que sabemos ser fechado. O
seu dominio é o seguinte conjunto ndo simplesmente conexo

Dg =R\ {(0,0,2),z € R} =R*\ Oz.
A curva T" é homotdpica, em D¢, a circunferéncia
C = {(x,y,z) ER® : 2=0;22+9y* = 1}

percorrida no sentido hordrio quando observada do ponto (0,0,10). Como
G é fechado temos

/G-dg:/G-dh.
r C



Uma representacdo paramétrica de C' é

x = cos(t)
h: y = —sen(t), 0<t¢<2m.
z = 0

Obtemos

/G-dg = /G-dh:
T C

= /027r (2se;(t)’ 2cols(t) , 0) - (—sen(t), —cos(t),0) dt = —4r.

Temos entao

/(F+G)-dg:0—47r:—47r.
I

c) Obtenha uma equagdo que descreva todos os pontos P tais que, se C' é uma
curva regular com pontos inicial e final (0,0,1) e P, entdo [, F - dg = 1.

Resolucao

Seja P = (z,y,z). Como o campo F é gradiente com potencial ¢ =
—cos(xz)—l—%y?, pelo teorema fundamental do célculo para integrais de linha,
temos

1
/ F.dg=¢(z,y,2) — ¢(0,0,1) = —cos(zz) + Eyz + 1.
c
A equacao pretendida é entao
1 1
—cos(zz) + §y2 +1=1 & —cos(zz) + §y2 = 0.

(5) Seja D = {(z,y) e R? : 22+ y* < R*} e f : R?® — R uma funcdo de classe
C? tal que f(x y) = 0 na fronteira de D. Mostre que [, fAf < 0, onde

2

Resolucao
Observemos que
0 f 0 f
fAf = f@ + fa—yQ =

B of or\ _ (or\* _(of
~ Oz <f396)+6y <f8y> (%) <8y>
0 B af\> [of

- 520 (5) - (ay> ’

onde P = —f? e = f%. Temos entao

Jl s = [ (e-80)- LG (2] -
(5) = f( Fo ) de -/ (%)Z(%f |

(1 val)

(3 val.)



onde C' € a fronteira de D. Como f(z,y) = 0 em C o integral de linha em (5) é
igual a zero pelo que temos

[ rar== I LG+ ()

<0.




