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Resolugao
1. Considere o conjunto

V={(x,y,2) eR®: s 4+y<z2<2;24+y<1;x>0;y>0}

(2) a) Escreva uma expressao para o volume de V em termos de integrais iterados da forma
J(J ([ dz) dy) da.
(2) b) Escreva uma expressio para o volume de V' em termos de integrais iterados da forma
J(J ([ dz) dy) dz.
1
2 c) Calcule / —_—
) ) s

RESOLUCAO:
(a) Da defini¢ao de V, fixando x no intervalo [0, 1], vem imediatamente

r+y<z2z<2;0<y<1—uz.

vol(V) = /01 </le (/; dz) dy) da

(b) Da definigao de V, fixando z no intervalo [0, 2], obtemos

Portanto,

r+ty<z;jr+y<l

e, portanto, devemos considerar dois casos.
Se 0 <z <1, entao teremos x +y < z. Se 1 < 2 <2, entao x +y < 1.
Assim, o volume serd dado pela soma de dois integrais iterados

v~ ([ ([ o) [ ([ ([ )}

(¢) Note-se que a fungdo integranda nao depende de z. Por outro lado os extremos de
integragao em z para o integral iterado da forma [ [ [ dzdydz sdo 2 e x + y. Portanto,
serd mais vantajoso usar esta ordem de integracao e teremos
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. Considere o sélido

A={(z,y,2) eR3:x? + 92 +22<4;1< 22 +¢%; y >0}

Calcule a massa de A sabendo que a densidade de massa é dada por

U(x,y,z) =V 4 - (12 + y2)-

RESOLUCAO:

O sélido é constituido pelos pontos interiores a esfera de raio 2 e exteriores ao cilindro de
raio 1. Temos entao,

M(A):/Oﬂ </12 </_+\/:_p:2p\/mczz>dp>d9=2w/12p(4—p2)dp=9§.

Note que 0 < # < 7 pois tem-se y > 0.

Alternativamente, podemos também escrever,

M(A) /OTr (/_f (/1@[)\/4—&1[) dz> do.

. Considere os campos vectoriais F' e H definidos por

y r—1
H = (- '
($,y,2) ( (.Z‘ _ 1)2 +4y2’ (.Z‘ — 1)2 +4y270>

a) Mostre que F' é um gradiente no seu dominio e calcule / F - dg, onde C é a curva

c
descrita pelo caminho g(t) = (cost,sint, e’), com ¢ € [0, 7/4].
b) Usando a definicdo, calcule o integral de linha de H ao longo da elipse
(r—1)2+4y? = 1, 2 = 0, percorrida no sentido anti-hordrio quando observada do ponto
(1,0,5).
c¢) Calcule / (F 4 H) - da onde a é o caminho fechado que descreve a linha quadrada no

plano z = 0 que une os pontos (0,—1,0),(2,—1,0),(2,1,0),(0,1,0) e percorrida por
esta ordem.

RESOLUCAO:

(a) O dominio de F é R3 que é um conjunto simplesmente conexo, logo para mostrar que
F é um gradiente basta mostrar que é fechado:

OFy _, _ OF
0z VT or
OF,  , OF
or  ° T oy
%:2932:%
dy dy

Para calcular o integral de linha de F' ao longo de C' podemos usar o Teorema Funda-
mental do Célculo, usando o potencial ¢(z,y, z) = zyz2. Assim obtemos

eﬂ'/2
[Fag= [¥6-a9=ototna) - sts00) = 0 (? ?/) 0=
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(b) Uma parametrizagio da elipse é dada por
t
h(t) = <1 1 cost, SeTn,0> . 0<t<om

Usando a definicao para integrais de linha de campos vectoriais temos

/ H-dh (1) - 1 () di =

27
= / <£nt,cost,0)~<sent,&8t,0> dt = .
0 2 2
/(F+H)~doz:/F~doz+/H~da.

O primeiro integral é zero, pois F' é um campo gradiente e o caminho « é fechado. Para
o segundo integral notamos que o campo H é fechado, e o losango e a elipse da alinea
anterior sao curvas fechadas e homotépicas no dominio deste campo, portanto podemos

concluir que
E

/(F+H)-da:7r.

(c) Por linearidade temos

Por fim obtemos

4. Considere o conjunto

U={(x1,22,...,2,) eER":0< 2 <29 <--- <, < 1}

Mostre que para qualquer fungao continua f : [0,1] — R, se tem

Fa))f(ws) - flan)dards - - dan % "]
U 0

RESOLUCAO:
Dado uma fun¢ao continua f : [0,1] — R, defina~se F': [0,1] — R por

F(t) = / f() d. (1)

Obtém-se F(0) = folf(t) dt, F(1) =0, e, pelo teorema fundamental de cdlculo,

Dado um inteiro n > 1 e um ponto ¢t € [0, 1] designe-se

Un(t) ={(x1,22,...,2n) ER":t <2y <29 <+ <z, <1} (3)



Tem-se entdo da equagdo (1) que fUl ® f(z1)dxy = F(t). Aplicando o teorema de Fubini,

obtém-se

f $1 932 / f $1 932 d$2d$1
t

U2 t) T

- / f(@1) P(w1) day

/F x1)F(x1) drq, da equagéo (2),

F(x1)?
N /dxl 2 dl‘l

F(t)?
2

Ora seja n > 2 e suponha por indugao que

/U Fn) () fen) = 7 2

nfl(t)

Segue-se

/Un(t)f(m)...f(ain) = /tl </Unl(];l(;1:1)f(x2)...f(xn)> day

(1) f(wn) = i, Uolf(t) dt}

Un(O) n.



