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apresente e justifique todos os calculos
duragdo: hora e meia (19:00 - 20:30)

(1) Considere o seguinte conjunto

M={(z,y,2) R’ : y? + 2 =142 1<z <3}.

(2 val.) (a) Mostre que M é uma variedade. Qual a sua dimens&o?
(3 val.) (b) Calcule a massa de M sabendo que a densidade de massa é dada por
(09.2) = s
a(z,y, 2) = ———.
Y 1+ 222
(3 val.) (c) Determine o ponto da intersec¢do de M com o plano = 2 que estd mais

préximo do ponto (3,3, 3).

(2) Considere a variedade de dimenséo 2

S:{(:c,y,z)ER3 : x:\/m; 1<x<2},
com a normal n que tem a primeira componente positiva e os campos vectoriais
definidos em R3 por
F(z,y,2) = 2z — 2,5,32 + arctanz’y) e G(x,y,2) = (2° + z, —2zy, —2).
(4 val.) (a) Calcule o fluxo de F através de S no sentido da normal n.

(4 val.) (b) Usando o Teorema de Stokes, calcule o fluxo de G através de S no sentido
da normal n.

(3) Considere a fungdo h : R — R definida por

h(t) = //Rgf dx dydz

onde f : R* — R é a funcio definida por
~W =) cos(t
e cos(t +x+y+ 2)
f<x7 y7 Z? t) = 1 2
+x

(2 val.) (a) Mostre que h estd bem definida, ou seja, o integral [, f existe para cada
teR.
(2 val.) (b) Encontre um majorante para |h/(0)].




RESOLUCAO:

1.(a) Consideremos a fun¢do ¢ : {(z,y,2) € R® : 1 <z < 3} — R definida por

¢(x7y72) :y2+2’2—1—l’2.

Esta funcdo é de classe C'!, o conjunto M é o conjunto de nivel zero de ¢ e a sua
derivada é dada por

D(b:[—Q:U 2y 22].

Esta matriz tem caracteristica igual a 1 em todos os pontos de M, logo podemos
concluir que M é uma variedade de dimensao 2.

1.(b) Uma parametrizacdo para M é a funcdo g : T — R? definida por

g(z,0) = (z,V1+ 22 cosf, V1 + x%senb)

em que T =]1, 3[x]0, 27[.

Sendo
1 0
Dg(x,0) = ﬁcosé —v/ 1+ 22senf
\/Tsenﬁ V14 22cos0
obtemos

det Dg'(z,0)Dg(z,0) = 1 + 22°.

Assim, a massa de M é dada por

M = /a—// dethngde

27
—— V1 +222dx df = 4.
\/1—|— 222

1.(c) A intersecgdo de M com o plano x = 2 é uma circunferéncia C' definida pelas
equacdes F(z,y,2) = (y*+22—2*—1,2—2) = (0,0). Como C' é uma variedade
(de dimens3o 1) podemos usar o método dos multiplicadores de Lagrange. Assim
consideramos a funcdo

flay,2)=(z=3)"+(y—3)"+ (2 -3)",

que representa o quadrado da distancia do ponto (z,y, z) ao ponto (3,3,3), e a
funcdo g definida por

g(':C?y?Z) = f(xvyvz) + Al(yz + 22 -1- $2) + )\2('7: - 2)

A solu¢do do problema é solugdo do seguinte sistema:

Vg=0
F=0



Portanto temos

Da segunda e terceira equagdes concluimos que y = z. Substituindo na quarta

equagao e usando = = 2, facilmente concluimos que y = j:\/g. Logo obtemos

R o f f)

Como C' é uma variedade compacta e f(z,y, z +(y—3)%+ (2 — 3)?
¢ uma funcdo continua podemos concluir, peIo Teorema de Weierstrass, que f

tem maximo e minimo em C. Calculando f (Q,j: g,iﬁ) = 24 F 610
concluimos que a solu¢do do problema é o ponto (2, \/g, \/§>

2.(a) Vamos utilizar o teorema da divergéncia. Seja V' o volume limitado por S e pelas

tampas

Dy ={(z,y,2) ER*: 2 =29 +2> <4} e Dy = {(2,y,2) eER®* 1 2 = 1,5 + 2% < 1}.

A normal exterior a V' em D; é dada por 14 = (1,0,0), em Dy por (—1,0,0) e
em S coincide com —n. Logo,

/divF:—/F-n+/ F-V1+/ F v
1% S D1 Do

Temos divF =6 e

2 2 T
/ div FF =6Vol(V) = 6/ / / pdpdxdf = 14m.
1% o Ji1 Jo

Temos F'- vy = 22 — 2 = 2 em D, pelo que fDlF-I/l = 8&m. Temos F' - vy =
—2x+2 = 0em Dy, pelo que fD1 F vy =0. Logo, pela equagdo acima, o fluxo
é dado por

/F-n:—147r+87r+():—67r.
s

Temos divG = 0. Como o dominio de G é R3, que é um conjunto em estrela,
existe um potencial vector H, tal que rot H = G. Podemos tomar H, = 0 e
obtemos,

62H3—83H2 :G1 = ZE2+I‘
—81H3 == G2 == —2£L‘y
81H2 == G3 == —Z

Obtemos Hy = —z2+a(y, ), Hy = 2%y + 3(y, 2) e 2> + Do+ — 33 = 2* +x,
pelo que tomamos a = 3 =0e H = (0, —zz, 2%y).



O bordo de S é constituido pelas circunferéncias

A={(z,y,2) ER*: 2 =2,9> + 2> =4} e

B={(z,y,2) eR*:x =19+ 22 = 1}.

A orientacdo do bordo de s consistente com a normal n é dada percorrendo A no
sentido anti-hordrio e B no sentido horario, do ponto de vista de um observador
colocado no ponto (10,0,0). Temos entdo, com estas orientacdes e pelo teorema

de Stokes,
/G-n:%H—l—%H.
s A B

Parametrizamos A com g¢(f) = (2,2cos6,2senf),0 €]0,27[ e B com [(f) =
(1,cos6,—send), 0 €]0, 27[. Entdo,

/G-n = %Hqu{H:
s A B

2
= / (0, —4sen®,8cosf) - (0,—2senb,2cosd)df +
0
2m
+/ (0,sen 6, cos ) - (0, —sen §, — cos 6)do
0

2m
= / (74 8cos® §)df = 22.
0

Para cada ¢t € R temos

e~ W) cos(t + x4 y + 2) < e~ W%

1+.I2 — 1+.I2 :g(fE,y,Z)

(2, y,2,1)| =

Se a fungdo g for integrével em R?, entdo o integral [, f estara bem definido
para cada t € R.
Seja {gr}jen @ sucessdo de fungdes definidas por

[ g@y,2), se—k<z<hiytta? <k
9i(r,y, 2) = { 0, caso contrario,

ou seja, cada fungdo g, coincide com g no cilindro com eixo de simetria Ox, de
raio k e de altura 2k.

Dado que g > 0, a sucessdo {gi},cy € mondtona crescente e, por construgo,
g — ¢ quando k — oc.

Para além disso, usando as coordenadas cilindricas (p, 6, ) tais que

PP =y + 2%, y=pcosh; z=psenb,



obtemos
2

Lo (" (/ ) o) o
([ ) ([ )

= [arctan k — arctan(—k)] [1 - e’kQ] :

e, portanto,
lim gr = 7.
k—oo R3
Estdo, assim, verificadas as condi¢des do teorema da convergéncia mondtona
e, portanto, a funcao g é integravel e fRS g = 2. Portanto, a funcdo h estd bem

definida.

3.(b) Note-se que
e*(y2+z2)

1+ 22

e~ W) sen(t + x + y + 2)
1+ 22

= g(z,y, 2).

af B
’E($7yaz7t)’ - ‘_

Assim, tendo em conta a alinea anterior, estamos em condi¢cOes de usar a regra

de Leibniz, ou seja,
- // g g—{(x,y,z,t) dx dydz

R3 R3

e, portanto,

[7'(0)] <




