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convenientemente todas as respostas

1. Considere o conjunto
S={(z,y,2) ER* |0<z<2—2—y;0<2<1;0<y<1}.

(3 val) a) Escreva uma expressdo para o volume de S em termos de integrais iterados da forma

J(J ([ dz) dy) da.

Resolucao:
Da definicao de S vem imediatamente,

vol(S) = /0 1 ( /0 1 ( /0 o dz) dy) de.
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(3val.) b) Escreva uma expressdo para o volume de S em termos de integrais iterados da forma
J(J ([ do) dy) dz.
Resolucao:

Sendo x > 0e y > 0 é claro que 0 < z < 2. Fixando z entre 0 e 2, temos
O<z<l;0<y<lsjz4+y<2—=z

e deveremos considerar dois casos:

i)2-—2<1&1<z<2e portanto, 0<y<2—2z;0<zx<2—y—2.

i) 2—2>1%4 0 < z< 1. Neste caso, a recta z +y = 2 — z intersecta a recta
x =1 para y =1 — z. Assim, teremos duas regides de integracao:

O0<z<j0<y<l—2;0<z< 1.
O<z<l)jl—z<y<l;0<zr<2—-—9y—=2.

O volume de S sera entdo dado por

vol(S) = /(;(/0::(/Oidxzdy)dz+/ol(/11z</02yzdm)dy)dz-l—
L))
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(2 val.) c) Calcule /f em que f(z,y,2) = .
s

Resolucao:
1 1 2—z—y
fr = [0 ) an)e
s 0 0 0
1 1
= / (/ :C(Q—:L'—y)dy) dx
0 0
1
5
= / (2$—x2—£)dx:—
. 12
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(3 val.) 2. Calcule o momento de inércia, relativo ao eixo Oy, do sdlido descrito pelas inequagdes

P42 <0<y < Va2 + 22,

considerando a densidade de massa constante e igual a um.

Resolucao:

Usando coordenadas esféricas

x=r-sen(d)-sen(f); y=r-cos(p); z =r-sen(p) - cos(h),

comr>0,—1 <0 <me0 < ¢ <m amenos de um conjunto de medida nula, o sélido
é a imagem da regido {(r,0,9) e R® | 0<r<1; -7 < <m; m/4 < ¢ <m/2}. Logo

o momento de inércia é dado por

w  pr/2 pl
/(m2+22):/ / / (r - sen ¢)* - r? sen ¢ dr dep df
S —nmdJu/4 JO
2T

w/2
=5 (1 — cos? QS) sen ¢ d¢
/4
V2
= —7
6
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3. Considere os campos vectoriais

F(z,y) = <%,—log(1 +x)> e G(z,y) = < z

Y
x2,+_y2’lﬁ +_y2) :



(3val)

a) Mostre que o campo vectorial G é um campo gradiente e determine a respectiva
fungdo potencial ¢ tal que ¢(1,0) = 0.
Resolucao:
O campo G é fechado:
8G2 _ 8G1 _ Qxy
0r 9y (a2+42)?

No entanto, o seu dominio, R? \ {(0,0)}, ndo é simplesmente conexo, pelo que n3o
podemos concluir imediatamente que G é um gradiente. Para mostrar que G é um
gradiente, podemos por exemplo calcular

%G-dg,
c

onde C é a circunferéncia de raio 1 centrada na origem; se este integral for nulo
entdo G serd necessariamente um gradiente, uma vez que qualquer curva fechada no
dominio de G pode ser deformada na curva C (percorrida um certo niimero de vezes),
e consequentemente o integral de G ao longo de qualquer curva fechada sera zero.
Escolhendo a parametrizacdo g : [0,27] — R? de C dada por g(t) = (cost,sent)
temos entdo

fais = [ cm) g

= / (cost,sent) - (—sent,cost)dt
0

2m
= / 0dt =0,
0

pelo que G é de facto um gradiente.
Para encontrar a expressao geral do potencial ¢ de G basta resolver o sistema de
equacoes diferenciais

¢ o9z 1

3 = O o 2t b(x,y) = log(@” +y°) + C(y)
=4 =4

o _ 96y Y oy = Y

a—y—GZ a—y:m .T2+y2+ (y) $2+y2

donde se conclui que ¢(z,y) = £ log(z® + y*) + D para alguma constante D € R. O
potencial que satisfaz ¢(1,0) = 0 corresponde a

1
ilog(l)—l—D:O@D:O.

Note-se que bastaria ter encontrado a expressao do potencial ¢ para resolver esta
questado.



(3val.)
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b) Considere as linhas

1 9
Cr={(z,y) eR* |2 +y" = 2} e O ={(z,9) € R | 2” +¢* = =},
percorridas no sentido anti-horario.
Calcule
/ (F+G)-dgz—/ (F + G) - dg;.
Co 1
Resolucao:

Os integrais do campo G s3o nulos, porque G é um campo gradiente. Para calcular os
integrais do campo F, observamos que estes correspondem a integrar F na fronteira
da regido €2 compreendida entre as circunferéncias de raios * e 3, respectivamente,
centradas na origem e no sentido requerido pelo Teorema de Green. Aplicando este

4~ 1
teorema temos entao

%F-dgz—yg F-dg, = //(ﬁ—@>dxdy
Co Ch Q a.'L' ay
1 x
- //Q<_1+x_1+x)dxdy

- //Q(—l)dacdy — V() = — (?_g _ 1%) -z
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4. Seja F um campo vectorial de classe C!, fechado no conjunto D = R? \ {(—1,1)}. Seja

L, o segmento de recta do ponto P, = (—1,0) para o ponto P, = (0,0). Mostre que
para qualquer linha L, de classe C', com inicio em P, e fim em P,, existem o € R,
independente de Lo, e n € Z (dependente de Ly se « # 0), tais que

/ F-dggz/ F -dg, + an.
Ly L

Resolucao:

Existe um n € Z tal que o caminho fechado I', obtido percorrendo primeiro L, como
indicado e depois L; no sentido oposto ao indicado, i.e. com inicio em P, e fim em P, é
homotépico em D = R? \ {(—1,1)} ao caminho fechado C,, correspondente a percorrer
a circunferéncia,

C={(z,y) eR : (z+1)>+(y—1)° =1},

4



n vezes no sentido anti-hordrio.

Note-se que percorrer C' um nimero negativo de vezes, n = —m < 0, no sentido anti-
hordrio, significa percorrer a mesma curva m vezes no sentido hordrio. Por outro lado,
n = 0 corresponde a situacao em que L, é homotdpica a L;. Nesse caso o caminho
fechado I" é homotdpico a um ponto em D (designado por Cy) pelo que fr F.dgr =0.

Como o campo F é de classe C'! e fechado em D, temos

Lo L1 T Cn

= n/ F-dgcl.
Ch

Fazendo a = fC& F - dgc,, obtemos a igualdade pretendida.



