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Apresente todos os calculos e justifique
convenientemente todas as respostas

1. Considere o conjunto
S={(z,y,2) eER* |0<r<1;0<y<z;0<2<1+2y}.

(3val.) a) Escreva uma expressdo para o volume de S em termos de integrais iterados da forma

J ([ ([ dz) dy) da.

Resolucao:
Da definicao de S vem imediatamente,

vol(S) = /01 (/0 (/01+2y dz) dy) dz.

Kokokokk
(3val.) b) Escreva uma expressdo para o volume de S em termos de integrais iterados da forma
J(J ([ dy) dz) d=.
Resolucao:

Sendo z > 0 ey > 0 é claro que 0 < z < 3. Fixando z entre 0 e 3, temos

z—1
O0<z <1 5 <y<czx
e deveremos considerar dois casos:

i)z—-1<0&0<z<le portanto, 0<z<1;0<y<z.

i) z—1>0&1<z<3e portanto, 55t <z <1; S <y<uz.

Assim, o volume de S sera dado por

wais) = ([ ([an)as) e [ ([ ([ ) o) o=

2
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(2 val.) c) Calcule /f em que f(z,y,2) = .
s

Resolucao:
1 T 1+2y
o= [ L))o
s 0 0 0

1 T

= / (/ z(1+ 2y)dy) dx
0 0
Loy 3 7

= dr = —

/0 (z° +2°)dz 1
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(3 val.) 2. Calcule o momento de inércia, relativo ao eixo Oz, do sélido descrito pelas inequacdes

WP+ 2 <<+ +2%; VP +22 <1,
considerando a densidade de massa constante e igual a um.
Resolucao:

Usando coordenadas cilindricas
y=p-cos(f);z=p-sen(f); x =z

com p > 0,—7 < 0 < 7, a menos de um conjunto de medida nula, o sélido é a imagem
daregido {(p,0,2) eR® |0< p<1; —7m <l <m;p* <z <1+p®}. Logoo momento

de inércia é dado por
w  pl pldp?
/(y2+z2):/ / / p* - pdx dpdh
S - J0 Jpt
1

= 27r/ p*(1+p? — p*)dx
0
7
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3. Considere os campos vectoriais

F(fc,y)=<—10g(1+y),ﬂ) e G(fv,y)=< L >

L+y a4y a4 2



(3val)

(3val.)

a)

b)

Mostre que os campos vectoriais F e G n3o sdo gradientes nos respectivos dominios.

Resolucao:
O campo F nem sequer é fechado:

8}E _ Yy 1 8}ﬂ

ox _1+y7é_1+y:8—y'

Portanto F nao é gradiente.

O campo G é fechado:
8Cb __8(%,__ y2——x2

dr — dy (2 +y?)”
No entanto, o seu dominio, R? \ {(0,0)}, ndo é simplesmente conexo, pelo que nada
poderemos concluir. Para mostrar que G ndo é um gradiente podemos, por exemplo,

calcular
y§ G - dg,
c

onde C' ¢é a circunferéncia de raio 1 centrada na origem. Se este integral nao for nulo
entdo G n3o poderd ser um gradiente. Escolhendo a parametrizacio g : [0, 27| — R?
de C, dada por g(t) = (cost,sent), temos entdo

fdg = [aien g

= / (—sent,cost) - (—sent,cost)dt
0

2
= / 1dt =27 #0,
0

pelo que G nao é um gradiente.
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Considere as linhas
1 4
Ci={(z,y) eR* |2° +¢* = §} e Cy = {(z,y) €R’ [2° +y* = 5},

percorridas no sentido anti-hordrio.
Calcule

/CZ(F+G)-dg2—/ (F+G)-dg..

C1

Resolucao:



(3 val)

Dado que o campo F nao € fechado, para calcular os integrais de F + G, observamos
que estes correspondem a integrar F+G na fronteira da regiao 2, compreendida entre
as circunferéncias centradas na origem, de raios = ;e 5, respectivamente, e percorridas
no sentido requerido pelo teorema de Green. Aplicando este teorema e notando que

o campo G é fechado, temos entao

51§02(F+G)-dg2_§é;l(F+G)-dgl - //(@—@)dmg
o AGRs U
= //Qlda;dy

47
9

T
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4. Seja F um campo vectorial de classe C!, fechado no conjunto D = R? \ {(1,1)}. Seja

L, o segmento de recta do ponto P, = (0,0) para o ponto P, = (1,0). Mostre que
para qualquer linha L, de classe C*', com inicio em P, e fim em P,, existem o € R,
independente de Lo, e n € Z (dependente de L, se o # 0), tais que

/F-dgzz/F-dgl—i-om.
Lo L1

Existe um n € Z tal que o caminho fechado I', obtido percorrendo primeiro L, como
indicado e depois L; no sentido oposto ao indicado, i.e. com inicio em P, e fim em P;,
é homotépico em D = R? \ {(1,1)} ao caminho fechado C,, correspondente a percorrer
a circunferéncia,

Resolucao:

C= {(m,y) ER? : (z -1+ (y—1)>2= 1},
n vezes no sentido anti-hordrio.

Note-se que percorrer C' um nimero negativo de vezes, n = —m < 0, no sentido anti-
horario, significa percorrer a mesma curva m vezes no sentido hordrio. Por outro lado,
n = (0 corresponde a situacdo em que L, é homotdpica a L;. Nesse caso o caminho
fechado I é homotdpico a um ponto em D (designado por Cy) pelo que [ F - dgr = 0.

Como o campo F € de classe C! e fechado em D, temos

Lo L1 T Ch

= n/ F-dgcl.
Ch



Fazendo o = fcl F - dgc,, obtemos a igualdade pretendida.



