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(1) Considere o sélido

V={(z,y,2) eR*:2>0y>02>022<2?+9° <2+ 1}.

(2 val.) (a) Escreva uma expressdo para o volume de V' em termos de integrais iterados
da forma [ ([ ([ dz) dy) d=.
(2 val.) (b) Calcule a massa do sélido V' sabendo que a densidade de massa é dada por
flz,y,z2) =z
Resolucao:

(a) Utilizando coordenadas cilindricas vemos que o sélido se encontra limitado
pelo cone de equacio p = v/2z, pelo hiperboldide de equacio p*> = 22+ 1, e pelos
planos coordenados. O cone e o hiperboldide intersectam-se em z = 1:

Consequentemente, os cortes horizontais do sélido, a z constante, vao ser quar-
tos de coroas circulares de raio interior /22 e de raio exterior v/22 + 1. Temos
entdo que a expressao para o volume do sélido sera

1 V22 V22 1-y? V221 V212
/ / / dz dy+/ / dz | dy | dz.
0 0 \/m V2z 0

(b) Se utilizarmos coordenadas cilindricas obtemos:

w2 [ [ P
M:/ (/ (/ pzdp)dz)d@
0 0 V2z
T

1
=2 21— )da= 2
4/02( z%)dz 6



(2 val.) (2) Calcule o integral

1 +v1—22 y
/ / e Y dyde,
—1J—v1-22

utilizando uma mudanc¢a de coordenadas apropriada.

Resolucao:
Se observarmos que a regido de integracdo é o disco de raio 1 e centro na
origem, € natural utilizarmos coordenadas polares. Obtemos:

S L 1 2] 1
/ (/ re " dr) df = 2w {——e‘r ] =7(l--).
0 0 2 r=0 €



(3) Sejam ~; e 7o duas circunferéncias de raio 1 centradas em (0,0) e (3,0), e 73
uma curva simples fechada como na seguinte figura:

AR
NN

Seja ainda F(z,y) = (_(xfng)Q, (12122)2> um campo vectorial em R? — {0}.

Calcule os integrais de caminho:

(L5val) (a)g, F-dgi; (1L5val) (b)4, F - dgs; (1val) (c) $, F-dgs.

Resolucao:

(a) Seja ¢1(0) = (cosf,send), 6 € [0,27] uma parametrizagdo de 7. Entdo,
g1(0) = (—sen 6, cos0) e utilizando a definicdo de trabalho ou de integral de linha
de um campo vectorial:

2
§ Fedg= [ Fao)-gi(6) do
1 0
k 2T
:/ (—cos?fsen 6, cos® 0) - (—sen 6, cos ) df
0

27
= / cos? 6 db = .
0

(b) Podemos verificar que o campo F' é de classe C'! e fechado em R? — 0:

OFy  OF, —x'+32%y°
oy O (a2 +y?)3

Uma vez que F é fechado de classe C'! sobre v, e no seu interior, concluimos que

fw F -dg, = 0, pelo Teorema de Green. Podiamos, em alternativa, invocar que

2 € uma curva fechada homotépica a 1 ponto em R? — 0.

(c) Sabendo que F' é de classe C'! e fechado em R? — 0, e ainda que as curvas
73 € 71 sdo homotdpicas, obtemos por (a):

%F-dg;;:?{ F.dg =m.
73 et



INICIO DO 2° TESTE

(4) Considere o conjunto
S={(z,y,2) eR’:z=1+4ay}.

(1 val.) (a) Mostre que S é uma superficie (variedade de dimenséo 2);
(2 val.) (b) Determine a distancia de S a origem.
Resolucao:

(a) S é descrita pelos zeros da funcdo f : R* — R dada por f(x,y,2) =
1+ xy — 2z, que é de classe C''. Como, Vf(z,y,2) = (y,z,—1) nunca se anula,
concluimos que S é uma variedade de dimensao 3 — 1 = 2.

(b) Para calcular a distéancia de S a origem, vamos determinar o(s) ponto(s) de S
que se encontra(m) mais préximo(s) da origem, ou seja o(s) ponto(s) (z,y,z2) € S
que minimizam d?(z,y,2) = 2% + y? + 2%, o quadrado da distancia do ponto
(x,y,z) a origem.

Trata-se pois de um problema de extremos condicionados, cuja solu¢ao pode
ser obtida recorrendo ao método dos multiplicadores de Lagrange: Consideramos
a funcao

gz, y, 2, ) =22 + >+ 22 = A1 + 2y — 2)
e determinamos os seus pontos estacionarios:

2 — Ay = 0,
- 2y — Az =0,
Vyg(z,y,z,\) =0 — 22+ A =0,
1 +ay = 2.
As primeiras trés equacoes podem ser escritas como um sistema linear:
2 =)0, x 0
-\ 2 0, y | = 0
0O 0 2 z A
Este sistema linear tem sempre a solugdo x = 0, y = 0, z = —\/2. A quarta

equagdo diz-nos que para esta solugdo z = 1. Se o determinante da matriz do
sistema, que é 2(4 — )\2) for ndo nulo, esta é a tnica solucdo. Se for nulo entdo
A = +2 e obtemos:

e \=2 2z=yez=—1. A quarta equacio fornece 1 + 2> = —1 que ndo
tem solucoes;
e \= -2 2= —yez=1. A quarta equacio fornece 1 — 22 = 1, ou seja
z=0;
Em qualquer caso, (x,y,z) = (0,0,1) e A = —2 é a (nica solugdo do sistema.

Por outro lado, a funcdo distancia é limitada inferiormente pelo que a solugdo
encontrada, i.e., o ponto (0,0, 1), é um minimo. (Note-se que S é ilimitada e que
a fungdo distancia a origem n3o é limitada superiormente em S.) Concluimos que
a distancia de S a origem é d(0,0,1) = 1.



(5) Considere a variedade
S={(z,y,2) ER®: z=1—2> -9 y>0, z>0},
e o campo vectorial F': R* — R? dado por
F(x,y,2) = (2z,—y,1 — 2).

Calcule o fluxo [, F' - v segundo a direc¢do da normal unitdria v cuja terceira
componente é positiva, usando:

(1,5 val.) (a) a definigdo de fluxo;
b) o Teorema da Divergéncia;
(2 val.) (b) g
(2 val.) (c) o Teorema de Stokes.
Resolucao:
(a) S constitui metade de um paraboldide invertido, limitado pelos planos y = 0
ez =0

Consideremos uma parametrizacio de S definida por:
g(pve) = (pcos@,psen@,l _pZ)’ pE]O71[7 0 6]077‘-[‘
A sua matriz Jacobiana é dada por

cos) —psenf
Dg(p,0) = | sen@ pcosb
—2p 0

Vemos que
D,g x Dyg = (cosf,sen®, —2p) x (—psend, pcosd,0)
= (2p? cos 0, 2p*sen 0, p),
tem o sentido da normal pretendida, com a terceira componente positiva. Ainda,
F(g(p,0)) - (D,g x Dgg) = 4p*cos® 0 — 2p° sen* 0 + p°
= 6p° cos® O — p°.
Obtemos pois que o fluxo é dado por:

™

™ 1 T 1
/ / F(g(p,0)) - (Dpg x Dog)dpdf = / / (6p° cos? 0 — p*)dpdl = 3
0 0 0 0



(b) Temos que divF =2 —1—1=0. Seja A o semi-disco no plano z = 0,
de raio 1 e centrado na origem. Seja B a regido do plano y = 0 limitada pela
pardbola 2 = 1 — 2% e pelo eixo dos x. Sejam v 4, vp as normais unitdrias a A e
B exteriores ao volume V' limitado por A, B e S. Pelo Teorema da Divergéncia
temos,

o= [[[axr= [[ P[] Fovis [[ Fom

Como:
e vy=(0,0,-1)e F-vy=2z—1=—1em A. Logo:

//F-VA:—(érea A) :—z;
A 2

e vp=(0,—1,0) e F-vg =y =0em B. Logo:

// F-vg=0;
B
Assim, obtemos outra vez:

//SF-VZ—//AF.VA—//BF.VB:g_

(c) Sabemos que div F = 0 e o dominio de F é R? logo existe um potencial
vector H tal que rot H = F'. Para o determinar reolvemos o sistema:

OHz _ 0H» :F1:2.I

oty ot
OH1 _ OHs __ .
3%2 3%1 : 52 : 1 Y
e oy —ts3=1l-2
Escolhendo H3 = 0, obtemos das duas primeiras equagbes Hy = —yz + a(z,y),

Hy = —2xz+ ((z,y). A terceira equagdo fica entdo —2z + % +z— ‘g—‘;‘ =1-z
e pode ser resolvida tomando por exemplo o = 0, 3 = x. O potencial vector vai
entdo ser H(z,y,2) = (—yz, —2xz + z,0).

Seja C' a semi-circunferéncia horizontal no plano z = 0 de raio 1, centrada na
origem, com y > 0 parametrizada por g() = (cosf,sen6,0), 6 € [0,7]. Seja
C o arco de pardbola parametrizado por §(x) = (z,0,1 — 22), com = € [—1, 1].
Pelo Teorema de Stokes,

JFov=[roetrv=fusdn

O primeiro integral é dado por

j{ H :/ (0,c086,0) - (—send,cosf,0)dd = / cos2fdf = ~.
c 0 0 9

O segundo integral é zero pois H - §'(z) = (0, —2zz+x,0) - (1,0, —22) = 0 sobre
a curva C.
Obtemos assim, mais uma vez,

//SF.V:%



(1,5 val.)

(6) Mostre que a fungdo
0 se z,y € Q
flz,y) =

ly| =2

@) (Fa2+y?) Caso contrario

é integravel em R? e calcule o seu integral.

Resolucao:

Os racionais tém medida nula. Consequentemente, f é igual quase em toda a parte a
funcao
|yl
(#® +y2)*(1 + 22 +y?)

9(z,y) =
e serd integravel se e s se g o for.
Seja k=1,2,... e seja

_ [ gz se 1/k? <o +y* <k
gr(z,y) = { 0 caso contrario.

A sucessdo {gx} é mondtona crescente porque g é positiva. As fungdes gy sdo integraveis
em R? porque s3o continuas nas coroas circulares compactas de raio interior 1/k e de raio
exterior k, e g = 0 zero fora delas. Temos,

/ o= / / 73 cos 9|se2n6\d 40
R2 1/k +7”)
2w

= (4/3) arctan(k) — arctan(1/k)) — 3 quando k£ — +o0.

Portanto, observando que para todo o (z,y) se tem limy_., gx(z,y) = g(z,y), o Teorema
da Convergéncia Mondétona de Levi garante que g, e consequentemente f ¢ integravel em

R2. Além disso,
. B 2T
9= Jm | go=



