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Resolucao
(1) Considere a seguinte regido de R:

V={(z,y,2)eR®: 0<x<

(3 val.) (a) Calcule o integral ///V 2z.

(3 val.) (b) Escreva uma expressdo para // f da forma
v

/ (/ (/f(wyz) dm) dy) ds
RESOLUCAO:

(a) A regido V é constituida pelos pontos (z,y, 2) € R? com coordenadas (z, y)
no quadrado [0, 7/2] x [0,7/2] e com coordenada z entre a superficie z = siny
e o plano z = 1. Como esta superficie se obtém transladando o grafico do seno
(no plano yOz) ao longo do eixo Oz, obtemos o seguinte esboco:

0<y<—,siny<z<1}.
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Assim, o integral pedido pode ser calculado facilmente por um integral iterado
na ordem dz dy dx.



De facto, se fixarmos x € [0, 7/2] obtemos como corte:

z=siny

Donde:

eI OL

: (1 — sin? y) dy) dx
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(b) Para o integral iterado pedido, hd que fixar primeiro a coordenada z. Do
esbo¢o acima é claro que se fixarmos z € [0, 1] obtemos como corte um rectangulo
com z € [0,7/2] e com y € [0, arcsin z]:

arcsinz

Assim, o integral iterado escreve-se:
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(3 val.) (2) Um sélido com a forma da regido
B={(z,y,2) €R® : 2* + 22 <y <1}

tem densidade de massa f(z,y,z) = e¥. Calcule a massa total do sélido.

RESOLUCAO: Observe que este sélido possui simetria rotacional em relacdo ao
eixo Oy. De facto, B é a regido entre a superficie de revolucio y = 22 + 22 e o
plano y = 1:

Assim, vamos utilizar uma transformacdo ¢g : R® — R?® de coordenadas cilin-
dricas em relag¢do ao eixo Oy:

xr = pcosf
y =9
z = psin6.

O determinante da matriz Jacobiana desta transformacdo é entdo

| det(Dg(p,0,y))| = p

e nestas coordenadas a regido é descrita por



Assim, a massa total do sélido B é dada por
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(3) Considere os campos vectoriais seguintes:
1

2 4 22

F(z,y,z) = (2xze”‘“2+y,zemg+y,ex2+y> e G(v,y,2) = (—2,0,2) .
(a) Calcule o trabalho de F' ao longo do arco da hipérbole definida por z =1 e
2% —y? =1, desde o ponto (1,0, 1) até ao ponto (v/2,1,1).

(b) Calcule o trabalho de G ao longo da circunferéncia definida por z2 + 22 =1
e y = 0, percorrida no sentido anti-horario para um observador colocado no
ponto (0, —10,0), e diga se G é ou ndo um gradiente no seu dominio.

(c) Calcule o trabalho de G ao longo da elipse definida por z2/10+2%/55 =1 e
y = 0, percorrida no sentido anti-hordrio quando se observa de (0, —10,0).

RESOLUCAO:
(a) F é um campo de classe C* em R3. Temos
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logo F é fechado. Uma vez que R?® é um conjunto em estrela conclui-se que F é
um gradiente.
Um potencial ¢ para F' obtém-se resolvendo o sistema

g_f — qze” Y dx,y,2) = 2" TV 4+ Ci(y, 2)
8_5) = ze®ty =0 O(r,y,2) = 2”4 Cy(x, 2)
9 — ety G(x,y,2) = 2"+ Cy(x,y)

(3 val.)

(3 val.)

(2 val.)



donde se conclui que um potencial para F' é dado por
bz, y,2) = 2",

Para calcular o trabalho realizado por F' ao longo do arco de hipérbole I' usamos
o teorema fundamental do calculo para integrais de linha e obtemos

W:/F- dg = ¢(v/2,1,1) — $(1,0,1) = € — e.
I

(b) O campo G é de classe C'!' no seu dominio D = R3\ {(0,y,0) : y € R}.
Uma parametrizacdo para a circunferéncia C = {(z,y,2) € R® 1 y = 0,2% + 22 =
0} no sentido indicado ¢ dada por g : [0, 27] — R? com

g(0) = (cosf,0,sinb).

Assim o trabalho realizado por G ao longo de C' é dado por

[ o= [ Gtawy-o0 o=

2
= / (—sinf,0,cosf) - (—sinb,0,cos ) df = 2.
0

O campo G ndo é um gradiente, porque o integral de GG ao longo da curva
regular e fechada C' ndo é zero, ou segja, fCG - dg # 0.

(c) Comegamos por ver que o campo G é fechado pois

96 _,_ 96,
oy Oz
06, _,_ G
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A elipse E e a circunferéncia C' da alinea anterior s3o caminhos homotépicos
no dominio do campo G, logo, pela invaridncia de integrais de linha de campos

fechados sobre caminhos fechados homotdpicos, temos

/G~ dh:/G. dg = 2.
E c
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(3 val.) (4) Seja A C [0, 1] um conjunto da forma A = U >]a;, b;[ com > (b
tal que todos os racionais de |0, 1[ pertencem a A. Mostre que a fronteira de A

nao tem medida nula.



RESOLUGAO:

Seja I =[0,1] e A a fronteira de A.

Vamos primeiro mostrar que I\ A = 0A:

Considere-se x € I\ A. Qualquer vizinhanca de = contém um nidmero racional
de |0, 1] (qualquer intervalo aberto ndo vazio contém nimeros racionais). Como o
conjunto A contém todos os racionais de |0, 1], conclui-se que qualquer uma destas
vizinhancas contém um ponto de A. Assim, qualquer vizinhanca de x intersecta
A e I\A (pois = € I\A), o que implica que x € OA e, consequentemente,
I\A C 0A. Por outro lado, como A é um conjunto aberto, temos 0A C (I\A),
pelo que 0A = I\ A.

Conclui-se assim que [0,1] = AU (I\A) = AU OA.

Se OA tivesse medida nula, para qualquer € > 0 existitiria uma colec¢do nu-
meravel de intervalos limitados {1, },5, tais que

+o0o
ACUXNI, e Zvol([k) <e.
k=1

Considere-se L = > "% (b; —a;) < 1. Escolhendo ¢ < 1 — L, poder-se-ia
considerar uma cobertura numeravel de [0, 1], {U;}=, formada pelos intervalos
{]ai, b:[ } (cobertura de A) e pelos intervalos {I;} > (cobertura de 9A).
Teriamos entao

+o00
1 =vol[0,1] < Zvol(Uj) <L+e<1,
j=1
0 que seria impossivel.
Concluimos assim que a fronteira de A n3o tem medida nula.



