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z €T

Considere o campo vectorial
flz,y,2) = (e¥F — 22+ 22 weVTE, wel T 2+ 22)'
Calcule o integral de linha de f ao longo da espiral eliptica parametrizada por g : [0,27] — R3, com
g(0) = (2cosb, 0, 5senb).
Justifique o cédlculo cuidadosamente. Diga se f é ou ndo um gradiente no seu dominio.

Resolugao:

Vamos escrever o campo f na forma f =h+1 com h(z,y,2) = (=327, 0, ;275) €
l(z,y,2) = (e¥1?, xe¥T? xe¥™7).

O campo [ tem por dominio todo o R? e é um campo fechado. Logo, é um gradiente. Facilmente
verificamos que | = V¢ com ¢(z,y, z) = ze¥T*. Temos ent3o,

/ ldg = / Vo dg = d(g(2m)) — 6(9(0)) = H(2,27,0) — 6(2,0,0) = 26> — 2,

Como deverd ser conhecido das aulas tedricas e préticas, o campo vectorial h é fechado (o que se
verifica facilmente), mas n3o é um gradiente no seu dominio R?\ {eixo dos y}. De facto, se tomarmos,
por exemplo, a circunferéncia C definida por

C:{(x,y,z)€R31x2+z2=1,y:0},

e se « for uma parametrizacdo de C que tem o sentido horario para um observador colocado no ponto

(0,1,0), entdo
fhda = 2m.

Podemos desde j& concluir que f n3o é um gradiente no seu dominio R3 \ {eixo dos y}, pois

ffdoz:%lda+7§hda:7{v¢da+27r:27r7é0.

Para calcular [ f dg resta-nos ent3o calcular [ hdg.

Notemos que a componente segundo y do campo h é nula e que, além disso, o campo h n3o depende
da varidvel y. Entdo, o trabalho de h ao longo do caminho g vai ser igual ao trabalho de h ao longo
da projecgdo desta espiral no plano zz, que podemos parametrizar por §(6) = (2cos8, 0, 5senf),
0 € [0,27]. Ent3o, g vai parametrizar a elipse no plano xz dada por

2 2’2

E={(x,y,z)€R3 y_O +275 }
Ora, podemos deformar a elipse E na circunferéncia C e faalemente se verifica que o caminho g é

homotédpico ao caminho a. Como i é um campo fechado, temos

/hdg:fhdg:fhdazzw.

(De modo equivalente, podemos utilizar o teorema de Green no plano xz, aplicado a regido limitada
pela elipse E e pela circunferéncia C.) Logo,

/fdgf/Zdw/hdgffze% 2+ 9,




