Teorema da Divergéncia e Teorema de Stokes
(Resolugdo Sumadria)

19 de Maio de 2009

1. Calcule o fluxo do campo vectorial F(x,y, z) = (z,y, —2z) para fora da superficie
S={(z,y,2) eR®: 22 + 9> =1+22% 0< 2 <1}

(a) Pela definigdo.
Resolucdo: Uma parametrizacio de S é por exemplo g :]0, 27[x]0, 1[— R? dada por

g(0,2) = (\/ 1+222cos0,v1+222senb), z) ,

uma vez que em coordenadas cilindricas a equacio que define S se escreve r? = 14222
Uma vez que
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£X£: —vV1+4+222senf V1 +2z%2cosf 0

2z(1+ 222)_% cosf 2z(1+ 222)_% senf 1

= (\/ 1+ 222cosf,v1+222sen, —22)

aponta para fora de S, concluimos que g induz a orientacdo correspondente a normal
exterior unitaria, e que portanto o fluxo de F para fora de S pode ser calculado a partir
de

/F-ndV2:
s

1 21
= / / (\/ 1+4+222cos6,v1+222senb, —22) . <\/ 1+ 222cos6,v/1+222senb, —2z> dfdz
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1 21
= / / (1 + 222 +42%)dfdz = 6.
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(b) Usando o Teorema da Divergéncia.
Resolucao: E facil ver que V-F = 0. A superficie S é um pedaco de um hiperboldide
cujo eixo é o eixo dos zz, e o seu bordo é constituido por uma circunferéncia C; de
raio 1 contida no plano z = 0 e uma circunferéncia Cy de raio v/3 contida no plano
z = 1. Para aplicar o Teorema da Divergéncia (que sé pode ser aplicado a superficies



que limitam volumes), adicionamos a S os dois circulos Dy e Dy contidos nos planos
z=0e z =1 e cujos bordos sao C e C2. A normal unitéria indicada corresponde
entdo a normal unitaria exterior n ao volume V' limitado por D1 USUD,. Note-se que,
em D, n=(0,0,—1) e, em Dy, n = (0,0, 1). Por outro lado, F(z,y,0) = (z,y,0)
e F(z,y,1) = (z,y,—2). Pelo Teorema da Divergéncia tem-se entdo

/F-ndV2+/F-ndV2+/ F~ndV2:/V-FdV3:0,
D1 S Do \%

/F-ndVQZ/ OdVQ/ (—=2)dV;
S D, Do

= 2V2(D2).

ou seja,

Como Dy é um circulo de raio /3, Vo(Ds) = 3, e portanto

/F-ndV2:67T,
S

em conformidade com o nosso cdlculo anterior.

Usando o Teorema de Stokes para campos vectoriais.
Resolucdo: Note-se que V-F = 0. Como F esta definido em R?, que é um conjunto
em estrela, concluimos que F é um campo rotacional. Se A é um potencial vector
para F ent3o devemos ter
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Como é sabido, o facto de o potencial vector estar definido a menos de um gradiente
permite-nos sempre assumir que uma das componentes deste se anula. Escolhemos
por exemplo A3 = 0. Ent3do obtém-se

_0h g Ay = —xz+ f(z,y)
%:y = Alzyz—i—g(x,y)
DAy DA 9 9

Portanto podemos por exemplo escolher f = g = 0, e um potencial vector para F é
entao
A = (yz,—xz,0).

Pelo Teorema de Stokes,
/F~ndV2: A - dg+ A -dg
S C1 Ca

onde as orientacdes de C7 e (s devem ser compativeis com a normal unitaria n.
Mais precisamente, C; deve ser percorrida no sentido directo quando vista do semieixo



positivo dos zz, e Cy no sentido inverso. Uma parametrizagdo para C; é g(f) =
(cos@,send,0), e portanto

2m
A - dg :/ (0,0,0) - (—sen#b,cosf,0)dd = 0.
Cq 0

Uma parametrizagdo para Co é g(f) = (\/gcos 6,v/3sen, 1); o sentido de Cy cor-
respondente a esta parametrizacdo é no entanto o contrario aquele que pretendemos,
pelo que

2w
A -dg= —/ (\/gsene, —\/§c050,0) . (—\/gsene, \/30059,()) do
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:/ 3df = 6.
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Portanto mais uma vez concluimos que
/ F-ndV; = 6.
S

2. Considere a superficie
S:{(x,y,z)GR?’:z:\/:L‘Z—I—yQ—l, O<z<1}.

(a) Calcule o fluxo de F(z,y,2) = (z + cos(yz),y + e® T7°, z + 1) através da superficie
S, no sentido da normal unitdria cuja terceira componente é negativa.
Resolucao: Apesar do campo F ser algo complicado, é facil ver que V - F = 3.
Portanto serd conveniente usar o Teorema da Divergéncia. A superficie S é um pedaco
de um cone cujo eixo é o eixo dos zz, e 0 seu bordo é constituido por uma circunferéncia
C de raio 1 contida no plano z = 0 e uma circunferéncia C5 de raio 2 contida no plano
z = 1. Para aplicar o Teorema da Divergéncia (que sé pode ser aplicado a superficies
que limitam volumes), adicionamos a S os dois circulos Dy e Dy contidos nos planos
z =0ez=1ecujos bordos sdo C] e C5. A normal unitaria indicada corresponde entdo
a normal unitdria exterior n ao volume V' limitado por D1USUDs. Note-se que, em Dy,
n=(0,0,—1) e, em Dy, n = (0,0,1). Por outro lado, F(z,y,0) = (z+1,y+e*, 1)
e F(z,y,1) = (x4 cosy,y + e T1,2). Pelo Teorema da Divergéncia tem-se ent3o

/F-ndVg+/F-ndVg+/ F-ndng/V-FdVg,
Dy S Do \%

/F-ndVQZ/?)dVEg—/ (—l)dVQ—/ 2dV5
S \% D, Dy

=3V3(V) + Va(D1) — 2V2(D2).

ou seja,

Como D; e Dy sdo circulos de raios 1 e 2, Va(D;) = 7 e Vo(D2) = 4. Por outro

lado,
z+1

1 241 p2r 17,2
V3(V) = rdfdrdz = 2w T dz = 71
2 3
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Logo,
7
/F-ndVg:3-7r+7r—2-47r:O.
. 3

Usando o teorema de Stokes, calcule o fluxo do campo vectorial G(z,y,z) = (y +
z,x + z,x + y) através de S, no sentido da normal unitdria cuja terceira componente
é negativa.

Resolucdo: Note-se que V-G = 0. Como G ests definido em R?, que é um conjunto
em estrela, concluimos que G é um campo rotacional. Se A é um potencial vector
para G, i.e.,, se G =V x A, entdo devemos ter
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Como ¢ sabido, o facto de o potencial vector estar definido a menos de um gradiente
permite-nos sempre assumir que uma das componentes deste se anula. Escolhemos
por exemplo A; = 0. Ent3o obtém-se

2
Gs =y +2 Az =%+ 2y + f(z,2)
8£1—%:x+2 < %—%:xj%z
2
%:—x—y A= —zy— %5 +g(x, 2)

2 .
Portanto podemos por exemplo escolher f(z,z) = 0 e g(x,2) = 22+ %. Um potencial
vector para G é entdo

52 y? 32
A= S ay - 0,5 .
<acz—|—2 Ty 9 ,2—|—zy>

Pelo Teorema de Stokes,

/G-ndVg— A-dg+¢ A-dg
S C1 Co

onde as orientacdes de C; e Cy devem ser compativeis com a normal unitdria n.
Mais precisamente, C deve ser percorrida no sentido directo quando vista do semieixo
positivo dos zz, e Cy no sentido inverso. Uma parametriza¢do para C; é g(f) =
(cosf,send,0), e portanto

2 20 29
A -dg= / <— senfcosf — —n ,0, Sen > - (—sen#,cos6,0)do
o 0 2 2

27
= / <sen2 0 cos b + % sen® 0) do = 0.
0

Uma parametrizagdo para Cs é g(6) = (2cosf,2senf, 1); o sentido de Cy correspon-
dente a esta parametrizacdo € no entanto o contrdrio aquele que pretendemos, pelo




que

A - dg =
Co
27 1
= —/ (20059+ 3 2sen’d — 4senfcosh,0,2sen®h + QSeHH) - (—2sen,2cosh,0)do

0

21
= —/ (—4cosﬁsen9 — senf + 4sen® 6 +88en206059) df = 0.
0
Portanto

/G-ndngo.
s



