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(1) Seja F : R2\{0} → R2 dada por

F (x, y) =
1

x2 + y2
(x2 − y2, xy).

A função F satisfaz F (p) = F (λp) para todo o λ 6= 0 e p ∈ R2\{0}, logo podemos

considerar a função F̃ : RP 1 → R2 dada por F̃ ([p]) = F (p) onde [p] é a classe de
equivalência de p.

Mostre que:
(a) F̃ é uma imersão.(3 val.)

(b) F̃ é injectiva. Justifique que F̃ é um mergulho de RP 1 em R2.(3 val.)

(2) (a) Mostre que as matrizes(4 val.)

A1 =
(

1 0
0 −1

)
A2 =

(
0 −1
1 0

)
A3 =

(
0 1
1 0

)
formam uma base da álgebra de Lie sl(2,R) do grupo especial linear real SL(2,R).

(b) Escreva uma fórmula expĺıcita para a curva γ : R → SL(2,R) dada por(3 val.)

γ : s 7→ exp(sA1).

Use o resultado para escrever uma expressão para o fluxo ψs(B) do campo invari-
ante à esquerda XA1 , calculado no ponto

B =
(
b1 b2
b3 b4

)
∈ SL(2,R).

(3) Se ψt : S2 → S2 é uma rotação da esfera S2 (centrada na origem), por um ângulo t,(3 val.)
em torno do eixo 0z, mostre que ψt é o fluxo de um campo vectorial definido em S2.

(4) Seja M uma variedade de dimensão n e seja ω ∈ Ωn(M) uma forma diferencial que(4 val.)
satisfaz ωp 6= 0 ∀p ∈ M (ω diz-se uma forma volume). Dado um campo X ∈ X (M)
chama-se produto interior de ω por X à forma iXω ∈ Ωn−1(M) definida por

(iXω)p(v2, . . . , vn) = ωp(Xp, v2, . . . , vn)

onde vi ∈ TpM com i = 2, . . . , n.
Mostre que a aplicação

ϕ : X (M) −→ Ωn−1(M)

X 7−→ iXω

é um isomorfismo vectorial.


