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Nota do editor

Este texto estd organizado na forma de um didlogo socrdtico entre dois per-
sonagens simplesmente identificados como A e B que podemos imaginar
como amigos nos papéis de mestre e discipulo a mesa de um café. Os dié-
logos socraticos sdo uma tradi¢do antiga na exposicdo cientifica ou peda-
gogica tendo originado nos Didlogos de Platdo onde um dos intervenientes
era SOcrates. O leitor suspenda a sua surpresa em relagdo a ver Matemaética
tratada desta forma e venha tomar um café connosco. As pausas sugeridas
pelo autor estdo convenientemente assinaladas com uma chavena de café!
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Sucessoes

Nocao de sucessdo e processos de dar uma sucessao
Foi entdo que peguei na caneta e comecei a escrever:
2, 10, 50, 0, 100, -3, —4, -5, 525, 15, 200
Um cansago na mao fez-me parar e o meu interlocutor perguntou-me:

B Entdo é isto um exemplo de uma sucessao?

A Nao! é preciso continuar (e continuei):

3, V2, V3, V5, 335, —557, — V8, — V2001, 325

Achei demais e parei definitivamente.
B Temos finalmente um exemplo de uma sucesséao.
A Nao!
B Nao te entendo. Tinhas-me prometido um exemplo de uma sucessao. . .

A Penso que devemos suspender, por momentos, essa promessa e estabe-
lecer alguma terminologia.

Qual foi o primeiro nimero que escrevi?
B Foi o niimero 2.

A Pois a esse, que esteve no inicio, digo que é o primeiro termo (ou termo
de ordem 1) da minha sucessao u, e designo-o por ;.

Qual seria, na tua opinido, o segundo termo da sucessao u?
B O ntmero 10 e designé-lo-ia por u,.

A Diz-me agora qual a ordem do dltimo termo que escrevi na primeira
lista.

B A ordem é 11 e o termo correspondente, o 147, é 200.

A Diz-me agora quais foram as ordens do primeiro e tltimo termo que
escrevi na segunda lista.

B A ordem 12, sendo u1; = 3, e a ordem 20, sendo 1,y = 325.
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A Pois bem, da minha sucessdo u escrevi os termos u; a u) — em que
ordem achas que acabaria a minha sucessao?

B Nao sei! Es tu que me estds a dar o primeiro exemplo. ..

A Tens razdo. E digo-te agora que, por muito tempo que vivesse, nunca
acabaria por te dar o termo com a maior ordem. . .

B A ordem é assim tdo grande?

A Mais do que possas imaginar! Mesmo que depois de morto, outro
e outro me substituissem, e tantos quantos possas pensar, nunca
ninguém te diria qual o tltimo termo da minha sucesséao u.

B Isso parece-me uma aberragao! Se assim fosse eu nunca saberia qual é a
tua sucessao u.

A Mais uma vez tens razdo. Eu ndo posso dar a sucessdo u, nem qualquer
outra, desta forma. Por outras palavras, nem eu, nem ninguém, te
pode dar uma sucessdo escrevendo explicitamente a sequéncia de
todos os seus termos, uma vez que as ordens podem ser tido grandes
quanto queiras.

B Entdo ndo existem sucessdes, pois que ninguém as pode dar.

A Falso. O que eu te disse foi que ninguém pode dar um exemplo de uma
sucessdo desta forma. Mas existem formas de dar uma sucessao.

B Isso é demais! Porque insistes na forma de dar o que eu nédo sei o que é?

A J4 vais ver. Considera a sucessdo v dada por

Oy = —
n

para todo o n natural.
B O que é que isto tem a ver com o que me estavas a dizer?

A Comecei com a sucessdo u e para ela sabias o que era o primeiro termo.
Qual era?

B Era... deixa-me ver... o nimero dois.
A Que designavas por. ..

B Por u;.
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A Entdo qual serd o primeiro termo da sucessdo v?
B E v;. Devo portanto fazer n = 1 e assim v; = 1.

A Qual serd o termo de ordem 20?

B E vy. Fazendo 1 = 20, temos vy = 20"

A Se pensares numa qualquer ordem k, qual serd o termo com essa ordem?
B E Ukg.
A E qual sera o seu valor?

1
B v =-.
Ok X

A Entdo, qualquer que seja a ordem, e por maior que ela seja, tu sabes o
termo com essa ordem.

B E verdade! Mas quase parece um milagre dar assim uma coisa que
nunca acaba. Onde esté o segredo?

A O segredo estd numa coisa que ja conheces — 0s ntimeros naturais.
Desde que tu saibas o que sdo os nimeros naturais, podes escrever

1
Uy = —
n
para todo o niimero natural n, ou ainda

vneIN Oy = —
n

supondo-se aqui que IN designa o conjunto de todos os ntimeros
naturais.

B Penso que compreendi este exemplo de uma sucessdo e que percebi por
que razdo nunca poderias dar a sucessdo u.

A Estas errado. Eu posso dar a minha sucessdo u, ndo continuando da
forma como comecei, mas de uma outra.

B Na3o sei como!. ..
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A E facil. Escrevo:
2(=u1),10(= uz), . . ., 325(= )

como nas duas listas precedentes, e depois escrevo:
u, =1
para todo o niimero natural n maior do que 20.

B Se era isso que querias, porque ndo escreveste

Uy = 1,1/[22 = 1,etc. ?

A Porque “etc.” ndo é um termo matemdtico, embora possamos usar algo
semelhante, desde que tal ndo cause confusdo no leitor. Por exemplo,
se eu escrever

2,1,4,2,2,2,...,2,...

que sucessdo te estou a dar?

2.

B E a sucessdo cujo primeiro termo é 2, o segundo termo é 1, o terceiro
termo € 4, e a partir da ordem 3, todos os termos sdo 2.

A Como escreverias isso numa linguagem matematica?

B Se chamar w a esta nova sucessao, escrevo:

ZU1:2
ZU2:1
ZU3=4-

vn>3 Wy = 2

A Acho que estd na altura de introduzirmos a defini¢do de sucessédo, ou
terds ainda alguma pergunta a fazer-me?

B Uma s6 e diz respeito a primeira sucessdo, aquela a que chamaste u.
Como é que eu poderia saber que, a partir da ordem 20, todos os
termos eram 17

A E evidente que ndo o podias saber, porque eu, naquela altura, nunca
te disse qual era a sucessdo u. Depois da ordem 20, eu poderia
ter escolhido os termos todos iguais a 2, ou iguais a 5, ou iguais a
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um qualquer ntimero real que eu escolhesse. Também poderia ter

escolhido
3
Vus20 Up = 2—n
ou
vn>20 Uy = ’12

Mesmo que se dé a sequéncia dos termos de uma sucessdo r até uma
ordem qualquer (fixa), isso nada nos diz sobre qual é a sucessdo r. A
partir do tltimo termo dado (que podera ter uma ordem superior a
um bilido de bilides) eu poderia dizer sempre, tal como no caso da
sucessdo u, que todos os termos seguintes seriam 1, ou seriam 2, ou

que seriam da forma /2.
B Entdo o que é uma sucessao?
A Vais ser tu a dizer-mo.
B Eu?
A Sim, e é facil. Que termos utilizdmos até agora?

B Utilizdmos os termos: sucessdo, ordem, e, para cada sucessdo, o termo de
ordem 1, de ordem 2, e, mais geralmente, de ordem n, dessa sucessdo.

A Comecemos com as ordens. O que é que elas sdo?

B Sao ntimeros naturais.

A Entdo o conjunto das ordens é. ..

B E o conjunto IN.

A E os termos, o que sdo?

B Para cada ordem, o termo com essa ordem é um ntimero qualquer.
A Qualquer?

B Sim, um qualquer nimero real.

A O conjunto dos quais designas por IR, ndo é verdade?
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B Sim, embora esse conjunto dependa da sucessdo em questdo, o que ndo
acontecia com o conjunto das ordens. Por exemplo, para a sucessao
v, 0 conjunto dos termos é o conjunto dos nimeros reais da forma 1,
enquanto para a sucessdo u original o conjunto dos termos é:

{ull <o, Uno, 1}

A Excelente resposta. Fazendo o ponto da situacado, temos o conjunto das
ordens que é IN e o conjunto dos termos que é, para cada sucessio, um
subconjunto de R.

Tens horror as letras gregas?
B Nao.

A Entdo pensa numa sucessdo a qualquer. Sabes o que é o conjunto
das ordens e o conjunto dos termos desta sucessdo. O que serd a
sucessao a?

B Bem... comecemos no principio. .. tenho a ordem 1 e o termo «;, depois
a ordem 2 e o termo a; e assim sucessivamente — a uma ordem 7 eu
associo-lhe o termo a,,. .. O que serad a?

A J4 o sabes. Nao disseste que a uma qualquer ordem n associavas o
numero real a,,?

B Sim... entdo a sucessio a é essa associacdo, ou essa correspondéncia que a
cada niimero natural associa, ou faz corresponder, o niimero real «,,. Espera
um pouco. .. ja sei! A sucessdo a é uma aplicacdo de N em RR.

A Podemos entdo dar a seguinte defini¢do:
uma sucessio de termos reais é uma aplicagio de IN em IR.

Dada uma qualquer sucessado a de termos reais, sendo ela uma apli-

cacdo, diz-me qual é o seu dominio e o seu contradominio!

B O dominio é IN (que é o conjunto das ordens) e o contradominio (que
é o conjunto dos termos) é um subconjunto de R, que depende da
sucessao em questao.

S6 ha uma coisa que me faz confusao!. ..

A Diz.
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B Se a é uma funcédo e 3 é um elemento do dominio de a, por que designa-
mos por az e ndo por a(3) o valor que a associa a 3? Mais geralmente,
por que escrevo a, em vez de a(n)?

A Tens toda a razdo! e a resposta é tdo simples como isto: toda a gente
escreve a, em vez de a(n). Nao se trata de uma questdo matemaética
— comecou-se a escrever assim e o habito fez o resto.

B Nao seria bom fazer aqui uma pausa?

A Também acho, mas isso vai depender da resposta que me deres a se-
guinte pergunta: eu ndo consegui dar-te, inicialmente, a sucessdo u
porque ndo me era possivel escrever explicitamente a sequéncia dos
seus termos. .. ndo é isto verdade?

B Sim.
A Entdo o conjunto dos seus termos tem de ser infinito?

B A resposta é ndo! O conjunto dos termos da sucessao u é:

{ull <o U0, 1}

que é finito. Mas também pode acontecer que o conjunto dos termos
de uma sucessdo seja infinito — basta ver o que se passa com a
sucessdo v para a qual o conjunto dos termos é o conjunto (infinito)
formado por todos os reais da forma 1.

Ainda respondendo a tua pergunta, até pode acontecer que o con-
junto dos termos de uma sucessdo seja unitdrio. Por exemplo a
sucessao

1,1,1,...,1,...

ou, se quiseres, de uma forma matematicamente correcta, a sucessao
(chamemos-lhe ) dada por

YeN ﬁn =1

A Entdo o que é necessariamente infinito numa sucessao?

B E o seu dominio ou, por outras palavras, o conjunto das ordens que é
IN.

A Muito bem. Acho que merecemos uma boa pausa.
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A Vamos recomecar?
B Posso por-te uma duavida?
A Claro.

B Pareceu-me, da conversa anterior, que para dar uma sucessdo preciso
de uma férmula que me dé todos os termos a partir de uma certa
ordem. Por exemplo, a sucessdo v era dada pela férmula

vne]N Oy = —
n

Aqui a férmula dava a sucessdo de uma forma completa. Com a
sucessao original # comegavamos por dar os termos 1 a uy e depois
14 vinha a férmula

Vus20 Uy =1

Ja que ndo podemos escrever explicitamente a sequéncia de todos os
termos de uma sucessdo, ndo estou a ver outro processo de dar uma
sucessdo. E isto verdade?

A F uma pergunta bem dificil de responder, porque depende do que se
entende por férmula.

Esquecendo os primeiros termos da sucessdo, diz-me quais sdo os
tipos de férmula em que estds a pensar?

B Seila. ..
; 3
an:z, bn:z_/ Cn:\n/g/ dn: 1 ’ en:i/"'
n 5 n+1 Vi +1
ja chega?!

A Sim. Né&o te vou responder a pergunta porque uma defini¢do da palavra
férmula nos levaria muito longe. Mas vou apresentar-te outros exem-
plos de sucessdes que sdo dadas por “férmulas” que, provavelmente,
ndo te ocorreriam.

B Estou com curiosidade. ..
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A Pensa na sucessao u dada por

Ui = 1
Vne]N Upi1 = Uyt 1

B Vejamos: o primeiro termo u; é 1; o segundo termo u, pode obter-se da
formula
Upl = Uy + 11

fazendo n = 1, tendo-se assim u, = u; + 1 = 2; procedendo de forma
analoga para o terceiro termo, temos uz = u, +2 = 4. Assim, a excep-
¢do do primeiro termo que ja sabemos ser 1, e olhando com atengdo
para a férmula que dd u,.;, vemos que qualquer termo obtém-se
adicionando o termo anterior com a ordem desse termo.

A Escreve os primeiros dez termos desta sucessao.

B
1,2,4,7,11,16,22,29,37,46

E interessante, porque ndo sendo constante a diferenca entre dois
termos consecutivos, tal diferenca é acrescentada de uma unidade
sempre que passamos de uma diferenca a seguinte. . .

A Explica-te melhor.
B

uz—u1:2—1:1
u3—u2:4—2:2
7—-4=3

Uy — U3

Upy1 —Up =N

Afinal o que eu disse resulta imediatamente de u,,; = u, + n, mas
isso da-me uma ideia que é a seguinte:

u; =1

Uy =up+ (Up—up) =up + 1

Uz =ur+ Uy —u) +(Us—up)=u; +1+2

U+ (U —u) + (U3 — )+ (ug—uz) =ug1 +1+2+3

Uy
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0 que me sugere que
Uy =up+1+---+m-1)

paran > 1. Ora como, paran >1,1+---+(n—1)éasomadosn —1
primeiros termos de uma progressdo aritmética de razdo 1, obtemos

-1
1+...+(n_1)zw
2
para n > 1. Desta forma, tem-se
u, = 1
-1
vn>1 U, = 1 + M
2
ou ainda,
-1
VHE]N Lln = 1 + %

Isto mostra que esta sucessdo, que me apresentaste de uma forma
requintada, pode ser dada por uma férmula que até é bem simples.

A Foi um bom trabalho que fizeste, mas pensa agora na sucessdo v dada
por
v =1
Uy = 2

VieN  Upi2 = Upp1 + 0y

B Ja me estou a habituar. Aqui o primeiro termo é 1, o segundo é 2 e o
terceiro obtém-se da férmula v, = v,.1 +v,, fazendon =1 —o que
dé.?]g, =0y, +7v; =5.

Olhando com atengdo para a férmula v,,,, = v,41+ v, vemos que, para
qualquer ordem maior do que 2, o termo com essa ordem é a soma
dos dois termos anteriores.

A Diz-me os primeiros dez termos.
B 1,23,5,8,13,21,34,55, 89.

A Encontras, para esta sucessdo, alguma férmula do tipo da que deste
para a sucessdo anterior?
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B Deixa-me pensar um pouco... ndo estou a vislumbrar nenhum pro-
cesso de obter uma tal férmula... o que ndo quer dizer que ndo
consiga. . . ou que, mesmo que nado consiga, ela ndo exista. . .

Responde-me: existe uma tal férmula?

A Existe!, mas é mais dificil de obter do que aquela que me deste para a
sucessdo u. As féormulas (todas equivalentes, evidentemente) para
esta sucessdo, conhecida por sucessdo de Fibonacci, fazem intervir,
de forma explicita ou implicita, o chamado ntiimero de ouro, o que
nos poderia levar a uma longa discussdo. Vamos, por isso, deixar tal
assunto para um exercicio.

Mas quero perguntar-te: incomoda-te que uma sucessdo possa ser
dada desta forma?

B Agora que mo perguntas até tenho uma objeccdo que penso ser impor-
tante.

A E qual é?

B Para obter um u, tenho de somar os dois termos imediatamente anteri-
ores. Assim, se a ordem for suficientemente grande, as duas ordens
anteriores também o serdo e portanto uma escolha conveniente da
ordem pode ser tal que, mesmo que vivas duzentos anos, nunca
a chegues a atingir. Ficamos assim com a mesma dificuldade que
tinhamos com a defini¢do da sucessdo u original.

A Estas enganado. Como ja te disse nunca te poderia ter dado a sucessdo
u pelo processo que procedi no inicio. Repara que, mesmo que come-
casse a escrever 1 a partir do termo de ordem 20 e assim continuasse,
nada te poderia garantir que em alguma ordem os meus seguidores
ndo escrevessem 2 e depois continuassem com 1 ou com qualquer
outra coisa que fizesse sentido.

Aqui a sucessdo estd dada! Sabemos que, para cada n, existe um e
um sé u,. E certo que poderemos ter dificuldade em o calcular, mas
sabemos que existe e que é iinico.

B Estas a dizer que uma coisa é eu saber que algo existe e é tinico e outra
é saber se o consigo calcular?!

A Eisso.
B Compreendo.
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A Para terminar esta conversa, que ja vai longa, quero dar-te s6 mais um
exemplo. Sabes o que é um ntimero primo?

B Um ntimero primo é um natural maior do que 1, que s6 é divisivel por
ele proprio e por 1.

A Designemos por £ o conjunto dos nimeros primos. E o conjunto #
finito ou infinito?

B % é um conjunto infinito.

A Entdo, tal como falamos na sucessdo dos nimeros naturais, podemos
falar na sucessdo dos niimeros primos, que vamos designar por ).
Como descreverias a sucessao y?

B y éaaplicacdo de N em P dada por

1+ 2 aordem 1 associo o nimero 2
2+ 3 aordem 2 associo o numero 3
35 aordem 3 associo o niimero 5
4+ 7 aordem 4 associo o numero 7
5+ 11 aordem 5 associo o numero 11

e depois a cada ordem seguinte associava o niimero primo seguinte.

A Como sabes que, para cada ordem, ha sempre um ntmero primo se-
guinte?

B Porque  C IN e P é infinito.
A Nao te bastava dizer que P era infinito?

B Nao! Supde que em vez de £ me tinhas dado o conjunto [2, +oo[, que é
um conjunto infinito. Ora, para este conjunto, ndo existe o niimero
que se segue ao namero 2.

A Muito bem. Temos entdo y; = 2, y; sera. ..
B O ntimero primo seguinte.

A E o que é o numero primo seguinte?

B E 0 menor ntimero primo superior a dois.

A Que relagdo tem P \ {2} com y,?
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B Bem, £\ {2} é 0 conjunto de todos os nimeros primos diferentes de 2, ou,
o que é equivalente, superiores a 2. Assim y, serd 0 menor elemento
deste conjunto.

A Como escreves isso em termos matematicos?
B y,=min(P\ {2}).
A Supde que ja conhecias y1,72,...,Y,. Como definirias y,.1?

B 7,41 € 0 menor dos niimeros primos que sdo maiores do que y,... es-
pera... ja estou a ver onde queres chegar — se a ¥ tirarmos os
numeros 1,2, ...,Yp, €ntdo y,.1 € o menor elemento deste novo
conjunto.

A Formaliza o que me disseste.

B Curioso, a sucessdo dos ntimeros primos pode ser dada de uma maneira
semelhante aquela que foi usada nas duas sucessdes anteriores. Basta
escrever

y1=2
Vpen  Vper =min(P\ {y1,..., 7))
A Ha de facto alguma semelhanga, mas existe uma diferenga fundamental.
Enquanto nas duas sucessdes anteriores cada termo era calculado a

partir dos anteriores, aqui ele é o menor dos posteriores, que nao
sabemos quais sdo.

B Tens razdo, mas o que eu gostava de ter era ainda mais — queria ter
uma férmula para a sucessao ).

A Falas de férmulas do tipo das que me deste no inicio da nossa conversa?
Por outras palavras, pretendias uma férmula para y, que envolvesse
apenas 1 e onde ndo figurasse qualquer termo com ordem inferior a
n?

B Sim.

A Desilude-te entdo! Nao se conhece nenhuma e ja passaram mais de
vinte e cinco séculos desde que temos conhecimento da existéncia de
uma primeira ideia de nimero primo.

B E formulas semelhantes as das duas sucessdes anteriores?
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A Também nao.
B E, no entanto, podemos falar da sucessdao dos nimeros primos!

A Para terminar, duas perguntas. Primeira: onde, na tua definicdo de vy,
entra o conhecimento de que % é infinito?

B Deixa-me ver... se P fosse finito entdo... entdo para algum p, P \
{y1,...,yp} seria vazio, e portanto ndo haveria minimo.

A Ja sabes que P\ {yy,...,y,} € um conjunto ndo vazio. Basta-te isso para
garantir que ele tem minimo?

B Claro que ndo! O conjunto ]2, +oo[ é ndo vazio e ndo tem minimo. Mas
P\{y1,...,7p} € um subconjunto de IN e eu estou a admitir que todo
o subconjunto nio vazio de IN tem minimo.

A Fiquei satisfeito com esta nossa discussdo e poderiamos continué-la,
sem alterar o assunto, em varias direc¢des. Mas, por hoje, ja chega.
Vamos tomar alguma coisa?

Nocao de limite de uma sucessao

A Considera a sucessdo u dada por

VieN Un ==
n
Vou representar os primeiros seis termos desta sucessdo na recta real.

1/5=u; 1/3=u,

0 1/6=u, 1/4=u, 1/2=u, 1=u,

v

B Estés a tentar fazer o gréfico de u?
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A Nao! Como sabes o grafico de u é um subconjunto do plano, e eu estou
a utilizar apenas a recta real. O que pretendo é, tdo s6, marcar os
sucessivos termos de u tendo o cuidado de, quando marco o ponto
uq, indicar que esse ponto corresponde ao primeiro termo da sucessao
e ndo a qualquer outro, e assim sucessivamente. Repara que se eu
apenas tivesse representado os pontos

1/5

0 /6 1/4 173 12 1

v

ndo saberia qual dos pontos marcados era a imagem geométrica de
11 — tanto poderia ser o 1/6 como o 1/3 ou como qualquer outro que
marquei — e eu quero que a imagem geométrica dos primeiros seis
termos da sucessdo me diga, por si propria, qual o primeiro termo,
qual o segundo, ... até ao sexto termo de u.

B Estds a tentar dizer-me que esta é uma outra imagem geométrica da
sucessdo 1, mais simples, porque na recta, do que o gréfico que é no
plano?

A Disseste-o melhor do que eu o faria.

Agora, vai imaginando os sucessivos termos da sucessdo u a serem
marcados na recta real — o que é que achas de notdvel que esteja a
acontecer?

B Eles vao-se aproximando cada vez mais de zero e aproximam-se tanto
quanto eu queira desde que considere ordens suficientemente gran-
des. Contudo ndo ha nenhum termo que seja zero. ..

A Pensa agora na sucessdo v dada por
vne]N Un = 0.
Estéas a ver a sua representacdo geométrica?

B E simples, é como se, na recta real, eu fosse marcando sempre o ponto
correspondente ao zero.

A Entdo, e utilizando uma frase tua, eles vdo-se aproximando de zero e
tanto quanto eu queira, desde que considere ordens suficientemente
grandes. ..

19



Grupo de Matematica da UTL

B Eles ndo se aproximam de zero! Eles ja sdo zero!

A Tens razdo. Vou, entdo, modificar a tua frase, suprimindo a palavra
“aproximando”, e dizer
0s termos estdo tido proximos de zero quanto eu queira, desde que considere

ordens suficientemente grandes.

B Esta nova formulagdo ja abarca as duas sucessdes u e v. Com efeito,
zero ndo se vai aproximando de zero, mas estd, evidentemente, tdo
proximo de zero quanto eu queira. Por isso, na sucessdo v, é desne-
cessario dizer que devo tomar ordens suficientemente grandes. Por
que insistes em o dizer?

A Porque quero introduzir uma nog¢do matematica que englobe, além de
muitas outras, as sucessdes 1 e v — e se em v parte da frase (a
que refere ordens suficientemente grandes) pode ser suprimida, ja o
mesmo nao acontece em u.

B E que nocdo é essa?

A E anocio de limite.

B Dizes que u tem limite zero e que o mesmo acontece com a sucessao v?
A Sim.

B Mesmo que (como em v) o limite tenha sido atingido e até desde o
primeiro termo?

A Nao fago distin¢do. Para mim ambas tém limite zero.

B Disseste que esta nogao se aplicava também a outras sucessdes. Como
o fazes?

A Vais ser tu a dizer-mo. Pensa numa qualquer sucessdo a, rememora
a nossa conversa, e diz-me o que significard para ti a frase “a tem
limite zero”.

B Diria que tal acontece se os termos de « estio tio préximos de zero quanto eu
queira, desde que considere ordens suficientemente grandes.

A E, ja agora, diz-me o que significaria, para ti, a ter limite a (onde 2 é um
numero real).
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B Diria que a tem limite a se os termos de « estdo tdo proximos de a quanto eu
queira, desde que considere ordens suficientemente grandes.

A Vou agora dar-te quatro sucessdes e quero saber, para cada uma delas,
se, de acordo com a defini¢do que acabaste de dar, elas tém ou nao
limite. As sucessdes a, b, ¢ e d sdo definidas por:

a; = 0
ap = -1 1)
vn23 ap = 1
Vien by =1+ (-1)" )
1
ne n = -1)" =
Yuenw ¢ (-1) " 3)
—~10\?
vne]I\I dn =1- (n 9 0) (4)

B Pensemos, em primeiro lugar, na sucessdo a. a; é zero, a, é —1 e a partir
da ordem 2 todos os termos sdo 1. Assim esta sucessao tem limite 1
uma vez que a partir da ordem 2 todos os termos estdo tdo préximos
de 1 quanto eu queira — eles ja sao 1.

A Estou de acordo.

B Pensemos agora na sucessdo b. Tem-se:
paran=1, bj=1-1=0;
paran=2, bh=1+1=2;
paran=3, b3=1-1=0;
paran=4, by=1+1=2.

Estou a ver: se eu considerar uma ordem impar entdo o termo cor-
respondente € zero e se considerar uma ordem par o termo corres-
pondente é 2.

A Dizes isso porque calculaste os primeiros quatro termos?
B Nao. Olhando para o termo geral b,, vemos que, quando a ordem é
impar, se tem (—1)" = -1 e portanto b, = 0, e que quando a ordem é

par, se tem (-1)" = 1 sendo, entdo, b, = 2.

A E quanto ao limite?
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B Parece-me que ndo tem limite. Imaginando-me a marcar na recta real os
sucessivos termos da sucessdo, vejo-me a indicar primeiro o ponto
zero, e depois o ponto 2, e depois o ponto zero, e depois o ponto 2 e
assim sucessivamente.

Desta forma, por muito grande que seja a ordem, existem sempre
ordens superiores (as {mpares) para as quais o termo correspondente
é zero; e existem sempre ordens superiores (as pares) para as quais o
termo correspondente é 2.

Daqui deduzo que b nao tem limite. Estou certo?
A Sim. Continua.

B Analisemos o que se passa com a sucessao c. Tem-se

1 » -1
1

2 _
T3

1

3 _Z
T3

1

4 _
o

1

5 _=
= TE

Imaginando-me a marcar na recta real os termos desta sucessao, vejo-
me a indicar primeiro o ponto (correspondente ao ntimero) —1, depois
1 . 1 . 1 ~ 2 .

5, depois —z, depois ;... posso fazer uma representacdo geométrica?

A Claro.

e o s

1 -1/3 0 1/4 12

B

b
)
b
v

A O que é que significam as setas?

. . . 1 . .
B Quero com elas dizer que u; éigual a -1, u, igual a 5 € assim sucessiva-
mente.
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A Ter4 esta sucessio limite?

B Penso que tem limite zero, porque vejo os sucessivos pontos aproximando-
se do ponto zero, a medida que as ordens crescem — se as ordens
crescem e sdo pares entdo os pontos correspondentes aproximam-se
de zero pela semi-recta positiva; se as ordens crescem e sdo impa-
res os pontos correspondentes aproximam-se de zero pela semi-recta
negativa.

Estou certo?

A Estas!... Mas, diz-me, foi assim tdo importante para ti a visualizacdo
geométrica do comportamento da sucessdo?

B Pareceu-me indispensavel.

A Ndo conseguirias chegar a mesma conclusdo pensando apenas na ex-

1
pressdo Yyen ¢ = (—1)" - ?

B Agora que o perguntas, acho que poderia ter chegado a mesma con-

clusdo. A medida que o n cresce, % aproxima-se de zero, e o factor
multiplicativo (=1)" s6 nos diz se a aproximagado é por niumeros po-
sitivos ou se € por ntimeros negativos.

A Pensa em todos os exemplos anteriores e diz-me se ndo terias chegado
a mesma conclusdo mesmo sem interpretacdo geométrica.

B Deixa-me ver. ..

E verdade. Em todas essas sucessdes o limite (quando existe) po-
deria ter sido obtido somente por considera¢des analiticas. Mas a
interpretagdo geométrica é de tal forma esclarecedora e tdo intuitiva
que recuso separar-me dela.

A Tens toda a razdo! SO que, as vezes, a interpretacdo geométrica ndo é
tdo simples e algumas (muitas) sucessdes tém de ser estudadas de
outra forma.

Vamos agora a sucessao d.

B Esta parece-me mais dificil. Para n = 1, o termo correspondente, d;, é
zero, mas para n = 2 ja tenho que fazer algumas contas. Importas-te
que utilize a calculadora?

A Estés a vontade.
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B Ora vejamos:

64

paran =2, tem-sed, =1 — 31 ~ (0,2098765432
4

paran =3, tem-sed; =1 — 8—? ~ 0,3950617284

36
paran =4, tem-sed, =1 — 31 ~ (0,5555555556

25
paran =5, tem-seds =1 — 31 ~ 0,6913580247

Ainda tenho alguma dtivida. Posso continuar?
A Continua.

B

1
paran =6, tem-seds =1 — 8_$ ~ 0,8024691358

9

paran =7, tem-sed; =1 — 31 ~ (), 8888888889
4

paran =8, tem-seds =1 — 31 ~ 0,950617284

Agora ja chega. A sucessdo tem limite 1.
A Calcula d9, dlg e d30.

B Ora )
9-10 1
=1-(——) =1- = ~0,987654321
doy ( 5 ) g1 0,9876543

e estd bem mais perto de 1, como eu esperava. Vejamos agora o termo
de ordem 19. Tem-se... ndo pode ser!... tem-se dig = 0. Deixa-me

ver ) )
19 -10 9

558 o

19 9 9 0

E verdade! Como é que isto pode acontecer com uma sucessdo de
aparéncia tao inocente?!

E o0d3?... és6 pdr aqui na calculadora e da... da...

_ 2
:mgl% _ 1290 3 938271605

d3°:1_( 81

Espantoso!
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A Por que razdo pensas que isto aconteceu?
B S6 vejo uma resposta: calculei poucos termos da minha sucessao. Se eu
tivesse calculado 50 ou 100 (para ter a certeza 500) isto ndo poderia

acontecer com uma sucessiao normal.

A Achas normal a sucessao e dada por

n— 103)2

Voen €, =1 —(103—_1

B Claro.

A Entdo calcula os primeiros 500 termos da sucessdo (para ndo ser per-
verso, peco-te que os calcules apenas de 10 em 10) e calcula depois o

€600, €700, €800 € €900-

A Ja acabaste?

B Sim!, mas que trabalh&o!

A E a conclusao é. ..

B Os termos estdo-se a aproximar de 1 e até ja estdo bem perto.

A Dizes entdo que esta sucessdo tem limite 1?

B Tudo o parece indicar, mas depois do exemplo anterior ja ndo tenho uma
certeza absoluta. Contudo, calculei o termo com a ordem 900... e
muitos outros com ordens inferiores. . . e todos eles sugerem-me que
o limite é 1.

A 56 te peco agora que calcules os termos com as ordens 1999 e 3000.

B Depois do que ja fiz e sendo s6 mais dois, ndo te levo a mal. Ora dig99 é
igual a. .. a zero! E d3y € igual a —3,008012016! Era o que eu temia.
Enganaste-me outra vez!

A Nado fui eu que te enganei, foste tu que te enganaste a ti proprio.

B Como assim?!
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A Defini a sucessdo e por

2
v L ("= 10°
elN € = - .

! ! 999
Pensemos agora na sucessao (porque é uma sucessao!)

n—10°
999

Vne]N

e diz-me, quando 7 cresce de 1 até 999, o que é que acontece?
B Para mim é mais facil pensar na sucessdo de termo geral

10° —n
999

0 que, para o caso, é indiferente uma vez que vamos depois tomar
o seu quadrado. Ora aqui é muito claro que, quando n cresce de 1
até 999, o numerador decresce de 999 a 1, e, portanto, a fracgdo vai

1
decrescendo de 1 a 399"

A O que acontece ao quadrado “da fracgdo”?

1 2
B Vaid dode1l —)
al decrescendo de a(999

A Entdo o que é que acontece aos termos da nossa sucessao e, quando n
cresce de 1 a 999?

B Como

o1 10° — n\
" 999

1 \2
os seus termos vao crescendo de 0 até 1 — (@) , que é bem préximo
de 1.

A Quando n = 1000, qual o valor de e,?
B ep00 = 1.

A E depois o que é que acontece quando 1 cresce a partir de 10°?
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B Vou voltar a fracgdo
n-10°
999
R . : n—10°
a medida que o 1 cresce, e pode crescer tanto quanto eu queira, "33
vai-se tornando tdo grande quanto eu queira, 0o mesmo acontecendo
ao seu quadrado. Assim

n—10°
999
vai-se tornando tdo negativo quanto eu queira, passando-se o mesmo,
obviamente, com
n—10°
© 999

A Foi uma boa discussdo a que fizeste, e concluiste que, por menor que
seja um numero real (ou, na tua linguagem, por mais negativo que
ele seja), eu encontro sempre um termo da sucessdo e que, nao s6 é
menor do que ele, como também o sdo todos os seguintes (ou seja,
todos os que tém ordens superiores).

1

B Isso é certamente verdadeiro.
A Poder4, entdo, a sucessao e ter limite?
B E claro que néo.

A Quantos termos de uma sucessdo precisas entdo de calcular para que
tenhas a certeza de que essa sucessdo tem limite?

B Pressinto uma certa ironia na tua pergunta, e por isso vou ser cuidadoso.

Olhemos com atengdo para as sucessdes d e ¢, de termos gerais

n—10\2 n—10%\
h=1-("5=) ‘fﬂ-l‘(los—_l)-

Isto leva-me a pensar na sucessao r dada por

n—10°\’
Vien Th=1- (106—_1)

Ora, uma aplicagao trivial dos argumentos que utilizei para a suces-
sdo e, me levaria as conclusdes seguintes:

(1) quando n cresce de 1 até um milhao (10°), r,, cresce de 0 até 1;
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(2) quando n cresce a partir de um milh&o, e tanto quanto eu queira,
r, decresce de tal forma que se pode tornar tao negativa quanto
eu queira.

Conclui-se daqui que, do conhecimento de um milhdo de termos de
uma sucessdo, nada se pode concluir quanto a existéncia de limite. E
quem diz um milhdo, diz um bilido .. .

A O que concluis dai?

B Que o conhecimento do valor dos primeiros termos de uma sucessio, mesmno
que sejam muitos, (mas com um conjunto de ordens finito), nada nos diz
sobre a existéncia de limite da sucessio, e, no caso de existéncia, do seu
possivel valor.

A Concluiste muito bem! — até melhor do que eu esperava porque ainda
juntaste a frase: e, no caso de existéncia, do seu possivel valor. Como
chegaste a esta conclusdo?

B Basta pensar na sucessdo s dada por

r., sel<n<10°,

\A Sy =
N 0, sen> 10°.

que tem limite zero, mas que, sendo igual a r para o primeiro milhao
de termos, nos enganaria tanto como essa sucessao.

A Excelente exemplo.

B Mas, diz-me entdo, para que serve a calculadora?

A Paranada!

B Para nada?

A Com certeza, se eu compreendi bem a tua pergunta. Perguntavas-me
se a calculadora seria ttil para saber se uma sucessdo tinha limite e,
no caso de o ter, para o calcular.

B Era essa a pergunta.

A E aresposta é: ndo! Nao serve para isso e muito menos para motivar
a nogdo de limite. De uma forma imprecisa, podemos dizer que o

limite é “uma passagem ao infinito”, e nada ha de mais finito do que
uma calculadora.
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B Entdo ela ndo serve para nada?

A Nado foi isso que eu disse. Em situa¢des que compreenderas mais tarde,
ela é, entre outras coisas, um auxiliar inestimavel no calculo de valores
aproximados do limite.

B Ainda me ocorre outra pergunta.
A Diz.

B Por que razdo aceitaste todas as respostas que te dei sobre as sucessdes
u,v,a,b, ceséd questionaste as relativas as sucessoes d e e?

A Aresposta é simples: todas as tuas anteriores respostas estavam correc-
tas.

B Mudei assim tanto o estilo de respostas?

A Foi isso! Se rememorares as respostas que me deste sobre as sucessdes
u, v, a, b, c verds que em todas elas tinhas em consideracdo o com-
portamento de todos os termos dessas sucessdes, enquanto que nas
sucessOes d e e sO te preocupaste com os primeiros termos.

B Deves ter razdo... vou pensar nisso... mas agora uma pausa!

A Nunca é demais repetir o que é importante. Dada uma sucessdo u de
termos reais e um namero real 4, quando é que dizes que u tem limite
a?

B Digo que u tem limite a se u, estd tido proximo de a quanto eu queira, desde
que considere ordens suficientemente grandes.

A O que é que significa para ti a frase “u, estd tdo préximo de a4 quanto eu
queira”?

B Dita assim ela perde o significado que lhe dei, porque um ntmero real
u, estd tdo préximo de a quanto eu queira se, e s6 se, for a. Mas repara
que a frase que me deste

“u, esta tdo préximo de a quanto eu queira”
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ndo termina, no meu discurso, com um ponto final, mas com uma vir-
gula a qual se segue um “desde que” — é que o grau de proximidade
entre u, e a depende da grandeza das ordens.

A Foi uma boa resposta e vamos explord-la. O que queres dizer com
“graus de proximidade”?

B Se eu marcar um u, (digamos uy) na recta real e se também marcar
um ntmero real (digamos 2), o grau de proximidade entre estes dois
numeros é medido pela distancia entre 2 e uy, e o grau de proximidade
é tanto maior quanto menor for a distancia.

A Dados dois ntiimeros reais x e y, como calculas a distancia entre eles?

B A distancia entre x e y é dada por |x — y.

A Entdo a distancia entre u; e 2 é dada por. ..

B Por |u; - 2|.

A Vou designar por d(x, y) a distdncia entre os nimeros reais x e y. Assim
Ax,y) = Ix -

Considera agora, para um dado ntiimero real positivo r, o seguinte

conjunto
xeR; d(x,a)<r}

Geometricamente, como o interpretas?
B Trata-se do conjunto dos ntimeros reais que estdo a uma distancia de a

inferior a r. Se 0 a for positivo e o ¥ pequeno, a interpretagdo na recta
real desse conjunto é

v

\ \
0 a-r a atr

Posso até dizer que esse conjunto é o intervalo Ja —r,a + r[.
A Vou dar um nome ao conjunto
{xeR; d(x,a)<r}

Vou chamar-lhe a vizinhanga de a de raio r (ou a vizinhanca r de a) e
designo-a por
Vi(a)
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Como traduzirias a frase “u, estd muito préximo de a”, utilizando a
nogao de vizinhanga?

B Se o r for pequeno a vizinhanga V,(a) é um intervalo Ja — r,a + [ cujas
extremidades a — r e a + r estdo muito préximas de a e, portanto,
por maioria de razdo, todos os elementos da vizinhanga estdo muito
préoximo de a. Assim, se o r for suficientemente pequeno, dizer que
“u, estd muito préximo de a” é equivalente a dizer que u,, € V,(a).

A Voltemos de novo a definicdo de limite. Como traduzirias a frase

" z ~ Z . . 77
u, estd tio proximo de a quanto eu queira, desde que. . .

B Poderia dizer:

para todo o r pequeno, u, € V,(a), desde que considere ordens suficiente-
mente grandes.

A E se os r fossem grandes?
B Com esses ndo tenho eu problemas.

A Nesse caso é dispensavel dizer que r é pequeno. Basta dizer:

“para todo o real positivo r, u, € V,(a), desde que ... "
B De acordo.
A E como escreves simbolicamente “para todo o real positivo r”?
B Escrevo V,cg+.

A Vou agora fazer algo com o qual ndo estou geralmente de acordo e
que consiste em dar uma defini¢do parte em termos matemaéticos e
outra parte em linguagem corrente. Mas, como estamos a meio de
uma conversa, vou utilizar essa linguagem hibrida que serd transitdria.
Assim, digo que a sucessdo u tem limite a se

Vier+ Uy € V,(a), desde que considere ordens suficientemente grandes.

Vejamos um exemplo. Considera a sucessdo v dada por

1
VieN Up = m

Teré ela limite?
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B Claro. Tanto geometricamente como analiticamente se vé sem dificul-
dade que v tem limite zero.

A Sejamos agora mais precisos e utilizemos a defini¢do (hibrida e tran-
sitéria) que hd pouco te dei. Deverds entdo provar que, para cada
r € R que eu te dé, se tem u, € V,(0) desde que as ordens sejam
suficientemente grandes.

O que queres dizer com “as ordens suficientemente grandes”?

B Quero dizer que a partir de uma certa ordem (que pode ser muito
grande) todos os u, estdo na V,(0).

A Supde que te dou r = 1/10. Se queres provar, segundo a defini¢do
referida, que v tem limite zero, o que deves fazer?

B Devo encontrar uma ordem, chamemos-lhe p, tal que para todas as
ordens n superiores a p, se tem v, € V,19(0).

A Como expressas isso em linguagem matemadtica?
B Devo encontrar uma ordem p tal que, se n > p, entdo
v, €V L (0)

mas posso escrever v, € Vy,19(0) das seguintes formas equivalentes

|Un—0| < E

A Se deves encontrar uma ordem p, encontra-a!

B Deixa-me ver... quero que

1
n - < —=
lon =01 < 75
ou, equivalentemente,
1 1
n+1 O' < 10
ou, equivalentemente,
11
n+1 10
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ou, equivalentemente,
n+1>10

ou, ainda,
n>9
. 1 1 .
Assim, se tomar p = 9, tem-se, paran > p, —— < — Encontrei

n+1l 10
portanto o que pedias: p = 9.

1
A E f —7?
se r fosse -0

B Eu podia garantir que v, € V1,100(0), se n fosse maior que 99. Portanto a
ordem p, para este 7, é 99.

A Estou de acordo que a ordem 99 serve, mas ndo concordo contigo
quando dizes que a4 ordem p é 99.

B Tens razdo. Foi uma falha de linguagem. Com efeito, se a ordem 99
serve, entdo também serve a ordem 100, ou a ordem 101, ou qualquer
outra ordem superior a 99.

A Repara que, quando te dei para r o valor 1/10, encontraste uma ordem p
que era 9 e que, quando escolhi para r o nimero 1/100, a ordem que
encontraste foi 99. Achas isso natural?

B Sim. Vejo-o muito bem geometricamente, embora a representacao seja
dificil uma vez que 1/10 e 1/100 sdo nimeros muito pequenos quando
comparados com os valores que tém os primeiros termos da sucessao
v. Por isso vou fazer desenhos com uma escala nio fixa E para

r=1/10

/Vw /i/v /Vl
/ \ N 13 12

-1/10 0 T 1/10 1/4

v

1/11

mim claro que, a medida que considero valores de r mais pequenos,
maiores tém de ser as ordens p a partir das quais todos os termos da
sucessdo estdo na vizinhanga correspondente.
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r=1/100

/ Vioo / Vio / ‘7 v, / v
y 4 13

v

| o
T
-1/100 OT /100 1/11 1/4 112

1/101

A Sera possivel escolher uma ordem que sirva para todos os r?

B Com esta sucessdo, ndo! Conseguir encontrar uma ordem p que seja
independente das vizinhangas, s6 para sucessoes de tipo muito par-
ticular. Olha! as sucessdes constantes — para essas a ordem p até
pode ser qualquer. E também. .. deixa-me ver... se considerar, por
exemplo, a sucessdo w definida por

ZU1:ZU2:ZU3:Z/U4:ZU5:3
Viss Wy =1
que tem limite 1... para esta também hd uma ordem (a ordem 5 ou

qualquer outra maior) a partir da qual todos os termos estao na V,(1),
qualquer que seja o ¥ que me dés.

A Mas, em geral, a ordem p depende do r?

B Sim, para cada 7, devo encontrar uma ordem p a partir da qual todos os
termos da sucessdo estejam na vizinhanca de raio r do limite.

A Recorda agora a defini¢do (hibrida e transitéria) que te dei da nogdo de
limite de uma sucessdo. Devo escrever

apeere]RJr oo

ou escrever
Vyer: Jyen -

B Na primeira forma estds a dizer que existe uma ordem que serve para
todos os r (ou seja, para todas as vizinhangas), o que é manifesta-
mente falso. Na tua segunda formulacdo estas a dizer que, para cada
vizinhanga (ou, o que é o mesmo, para cada r) existe uma ordem p
tal que. .., o que me parece correcto.

34



Sucessoes

A Entdo e as sucessdes constantes. . .

B Nesse caso ambas as formulacdes servem. Mas, se te entendi bem,
estamos a tentar encontrar uma versao formalizada da defini¢do por
palavras que demos anteriormente da noc¢do de limite, e essa nogao
aplicava-se a todas as sucessdes. Por isso, porque tem de ser aplicavel
a todas as sucessdes, eu tenho que escolher

vrelRJr 3pe]N v

A Muito bem. Agora s6 falta substituir os ... por uma expressdo mate-
matica. Consegues fazé-lo?

B Vou tentar. Para cada r (ou seja, para cada vizinhanga) devo encontrar
uma ordem p tal que, a partir dela (o que corresponde as ordens sufi-
cientemente grandes), se tenha u, € V,(a). Ainda ndo estd completo,
mas devera ser alguma coisa da forma

Vier+ pen(?) Uy € V,(a)
S6 me falta formalizar o “a partir dela”. ..
A Queres dizer: “para todas as ordens maiores do que a ordem p”. ..
B Nao digas mais! O (?) deve ser
Voo
nao €?

A Sim. Diz-me entdo, com cuidado, a versdo formalizada a que chegdmos
da nocgédo de limite.

B Dada uma sucessio u de termos reais e um niimero real a, diz-se que u tem
limite a se
vreR+3pean>p u, € Vi(a)

A Excelente. A definicdo que acabas de dar é muito melhor do que a
dada no principio da nossa conversa. Com efeito, nesta ndo ha
qualquer ambiguidade, enquanto na inicial havia frases como “tdo
préximo quanto eu queira” e “ordens suficientemente grandes”, que
poderiam, eventualmente, ter para outros interpretagdes distintas
das que lhes estdvamos a dar.
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Para terminar quero apenas escrever esta definicdo de uma outra
forma equivalente mas que podera ser ttil em certas questdes. Nao
podes substituir

vn>p por vneIN

ndo é verdade?
B Claro, porque s6 quero considerar ordens n superiores a ordem p.
A Mas podes, com o mesmo sentido, dizer

para todo o n € IN, se n for maior que p, entdo...

B Sim, mas isso seria um passo atrds, porque estivamos a reintroduzir
a linguagem corrente numa formulagdo que se pretende que seja
apenas simbodlica.

A Tens razdo. Mas ndo consegues escrever simbolicamente a frase que eu
te disse?

B Espera... para todo o n € IN escreve-se ¥,cn e depois tenho algo da
forma

se...entdo...

que é uma implica¢do. Posso, entdo, substituir o que escrevi por

Vr€R+3p€an€N n>p=1u,cec Vr(a).

A J4 agora u, € V,(a) é equivalentea ...
B A |u, —a| <r. Posso assim escrever, de forma equivalente,

Viert penVien n>p = lu, —al <r

A Estou satisfeito e penso que sobre este assunto podemos ficar por aqui.
Falta a parte pratica, claro, porque fazer exercicios é a melhor maneira
de consolidarmos o que se aprendeu.
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Subsucessoes e sublimites

A Como ainda estamos no principio da nossa conversa e apenas pretendo
motivar-te para a no¢do de subsucessdo, vou escrever, de forma im-
precisa, uma sucessdo u da maneira seguinte:

Uy, Uz, Uz, Uy, Us, Ug, U7, Ug, U9, U10, .., Up, ...

Supde, agora, que elimino alguns termos desta sucessdo, por exem-
plo, os termos com as ordens 1, 3,4, 6 e 8

Y, U Yz s, UsWe, Uz s, Ug, Uro, Utt, - . -

O que restou da sucessao u, escrito na ordem herdada
Uz, Us, Uz, Ug, U0, U11, - - -

é uma nova sucessio, nao €?
B Sim.
A Designa-a por v. Como a definirias?

B E simples:

01 = Uy
Uy = U5
U3 = Uy

Visa Uy = Upss
A Tens aqui um primeiro exemplo do que eu chamo uma subsucessao da
sucessao u.

Supde, agora, que, além dos termos com as ordens mencionadas, eu
também tinha suprimido todos os termos com ordens superiores a
500 e inferiores a 600. Obtinha uma nova sucessdo a que vou chamar
w. Define-a!

B De forma imprecisa a sucessao w é a seguinte:

Up, Us, Uz, Uy, U0, - - . , U500, U600, U601, U602/ - - -

Trata-se, de forma correcta, da sucessdo dada por:

w1 = Uy
Wy = Us
w3 = Uy

Wy = Upes parad < n <495
Wy = Up4104 Paran > 496
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A E se eu agora eliminasse todos os termos com ordens superiores a
7007?...

B Isso ndo podes fazer!
A Nao posso fazer?!

B Poder, podes. .. mas o que te restava jd ndo era uma sucessdo. Ficavas
com a sequéncia finita de nimeros reais seguinte:

Uz, Us, Uz, Ug, U19, - - - , Us00, U600, Us01, U602, - - - » U700

Ora, uma sequéncia finita de nimeros reais ndo pode ser uma suces-
Sd0, uma vez que uma sucessao é uma aplicagéo de N em R.

A Penso que, intuitivamente, j4 entendeste muito do que é uma subsu-
cessdo. Eu posso eliminar termos de uma sucessdo, posso mesmo
eliminar muitos, mas, e isto é o aspecto fundamental, o que resta tem de
ser ainda uma sicessao.

B Foi essa a ideia com que fiquei.
A Serd que posso eliminar termos cujo conjunto das ordens seja infinito?

B Deixa-me pensar. .. considero uma sucessdo a e tenho de eliminar ter-
mos cujo conjunto das ordens seja infinito. . . mas, para ficar com uma
sucessdo, o que resta também deve ter um conjunto de ordens infi-
nito. .. Desculpa a linguagem, mas isto leva-me a pensar se posso, ou
ndo, “partir um conjunto infinito em duas partes disjuntas e também
infinitas”. Sera que o posso fazer?

Claro que posso! Basta na sucessdo « suprimir os termos com ordens
impares

A1, 203, s s, e 7, As, - - .

A Como escreverias, de forma correcta, esta nova sucessao?

B Dada a sucessdo a, esta nova sucessdo, que designo por f (e que penso
que chamards uma subsucessado de «), pode ser definida por

vnE]N ﬁn = Oy

A Es capaz de me dar outras subsucessdes de a?
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B Certamente — o dificil foi comegar! Vejamos, agora, como te posso
responder. . .

Primeiro: dada a sucessdo «, posso obter uma subsucessdo supri-
mindo os termos de a correspondentes a um conjunto qualquer finito
de ordens — posso eliminar termos correspondentes a mil, um bilido,
um bilido de bilides de ordens, ou mais ainda desde que o conjunto
das ordens seja finito.

Segundo: dada a sucessdo a, posso obter uma subsucessdo elimi-
nando todos os termos com ordem par, ou com ordem impar, ou
com ordem mudltipla de trés, ou de quatro, ou de cinco, ou, ainda,
suprimindo os termos cuja ordem seja um ntimero primo.

Terceiro: ndo posso eliminar termos de forma a que o que me resta
seja apenas uma sequéncia finita de nimeros.

A Podes repetir termos?
B Nao estou a perceber a perguntal. ..

A Pensa na sucessdo dos nimeros naturais

1,2,3,...,n,...
A sucessdo
1,1,3,5,7,9,11, ...
é, na tua opinido, uma subsucessdo da sucessdo dos nimeros natu-
rais?

B Claro que ndo. Qualquer que seja a forma que eu escolha para eliminar
numeros naturais, nunca obtenho

1,1,...

A E, se em vez da sucessdao dos nimeros naturais, te tivesse dado a suces-
sao
1,2,3,1,2,3,1,2,3,1,2,3,...,1,2,3, ...

achas que
1,1,2,2,3,2,3,3,3,...,3,...

seria uma subsucessdo da inicial?

B Penso que sim — bastava fazer os seguintes cortes

1,2,3,1,2,3,1,2,3,1,2,3,1,2,3,1,2,3,1,2,3, . ..
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A Mas, aqui, repetiste termos?

B Sim, porque a sucessdo inicial mo permitia. Nota que, na sucessdo dos
numeros naturais, ndo ha repeticdo de termos, pelo que o mesmo

tem de acontecer em qualquer das suas subsucessdes, enquanto que,

nesta ultima sucessido
1,2,3,1,2,3,...,1,2,3,...

o facto de 1, 2 e 3 serem termos que se repetem indefinidamente, me
permite determinar subsucessdes onde o mesmo acontece.

A Podes trocar a ordem como aparecem os termos?

B Explica-te melhor!

A Considera a sucessao

cey yoooe

n

\)—\
N
Wl

S
Sl

oyl

sera
1 1 111 1 1
539 7 13 11"
30 inicial?

uma subsucessao da sucess

B Deixa-me, em primeiro lugar, perceber o que é que esta sucessdo tem
a ver com a anterior. Inicialmente suprimiste todas as frac¢des com

denominador par
SES 23420 5.5
7 7 3/ 7 5/ 4 7/ 7 9/ 0/ 11/ 2/ 13/"'

) 1 11 1 : .
e seguidamente trocaste 3 com 5 com 9 e assim sucessivamente.
Nao foi isso?

A Foi.

B Ora, qualquer que seja o processo de eliminagdo de termos, eu ndo posso

obter da sucessao de termo geral - uma sucessdo cujos primeiros

termos sejam

7

1,

C Uik
© W~

desde que, como me disseste logo ao principio, eu mantenha a ordem

herdada.
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A Acho que estamos na altura de introduzir, de forma precisa, a nogdo de
subsucessdo. Pensa, entdo, numa sucessdo u qualquer e designa por
v uma sucessdo a qual aches por bem chamar uma subsucessdo de u.
Como a definirias?

B Nao penses que te vou responder imediatamente. Comecemos deva-
gar... Comecemos com o primeiro termo da sucessdo v. O v; pode
ser 0 U, se eu ndo o tivesse eliminado, mas também poder4d ser o us
ou o U, e eu tivesse eliminado todos os termos até as ordens cor-
respondentes. Portanto o v; tem de ser um u com indice “qualquer
coisa”... “qualquer coisa” que seja um numero natural. Assim

Ulzup

comp € IN.

Vejamos agora o v;. O v, tem de ser um u com um indice que tem de
ser maior do que p. Vamos chamar a esse indice 4. Temos assim

Uy = U, comp < g

A O g é um namero real qualquer maior do que p?

B Nao!, o g, por ser um indice, é um nimero natural. g é um nimero
natural maior do que p.

Consideremos agora v;. Ora, v;3 é também um u com um indice e
esse indice depende dos termos que entretanto suprimimos. Assim
v3 devera ser um u,, onde r é um ntimero natural maior do que 4.

A Se continuares dessa maneira daqui a pouco ndo hd letras que cheguem
para designares os indices. Repara que: ao indice 1 de v, associaste o
natural p de u,; ao indice 2 de v,, associaste o natural g de u,; ao indice
3 de v3, associaste o natural r de u, — quando chegares ao indice 10°
de vyp3, que letra de que alfabeto vais tu escolher para designares o u
com esse indice “qualquer coisa”?

B Tens razdo. Mas deste-me uma pista: ao indice 1 de v;, associo o indice
p de u,; ao indice 2 de ©v,, associo um outro indice, o g4 de u, e assim
sucessivamente. .. Estou, entdo, a estabelecer uma correspondéncia
entre os indices de v (0 conjunto dos quais é IN) e os indices de u,
ou seja, estou a estabelecer uma correspondéncia que a cada natu-
ral n (indice de v) associa um natural que serd o indice do termo
correspondente da sucessdo u.
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A Estés, entdo, a introduzir uma aplicagdo de IN em IN.

B Sim, e uma aplicacdo de N em IN é aquilo a que chamamos uma sucessio
de termos naturais. Se designarmos por k uma sucessdo de termos
naturais, eu posso escrever uma subsucessdo v da sucessdo u na
forma

YieN Uy = Ug,

Nota que ao indice 1 de v; associei o indice k; de u, ao indice 2 de v,
associei o indice k;, de u (e ndo uma nova letra como ingenuamente
tiz ao principio) e assim sucessivamente.

Estéas de acordo?

A Entusiasmaste-te (0o que ndo é mau) e, talvez por isso, esqueceste-te de
uma coisa fundamental. Dizes que, dada uma sucessdo u

Ui, Uy, Uz, ..., Uy, ...
uma subsucessdo de u é algo do tipo

Uk y Ukyy Ukgy e ooy Ukyyy o o+
onde a sucessdo k é uma sucessdo qualquer?

B Nao! A sucessdo k é uma sucessdo de termos naturais, uma vez que
cada termo de k é um indice de u.

A Basta-te entdo supor que k seja uma sucessao de ntimeros naturais. . .

B Tens razdo! Esqueci-me de algo fundamental! Atendendo a que os ter-
mos de uma subsucessdo se obtém da sucessdo inicial por eliminagao
de termos, as ordens k, da subsucessao uy,, tém que ir crescendo, ou
seja,

kl <k2 < oee <k11

A Era o que faltava! Assim:

dada uma sucessdo u, diz-se que v é uma subsucessio de u se (e s6 se) existir
uma sucessio k de termos naturais, satisfazendo a

vnelN kn < kn+1 (5)

tal que
VieN Uy = U,
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B Disseste o que eu pensava.

A Penso que estd na altura de fazermos uma pausa e, por isso, apenas te
faco uma tnica pergunta.

B Qual é?
A Sera que uma sucessdo é também uma subsucessdo dela prépria?

B Perguntas-me se, dada a sucessdo u
Ui, Uy, U3, ... Uy, ...

entao
Ui, Uy, Uz, ... Uy, ...

é uma subsucessao de u?
A Sim.

B Se eu pensar na nogdo intuitiva que consiste em obter uma subsucessao
por eliminagdo de termos da sucessdo inicial, devo dizer-te que sim
— pois que, aqui, eliminei zero termos.

A E se pensares na defini¢do formal?

B Devo, entdo, ver se existe alguma sucessdo k de ntimeros naturais, satis-
fazendo a condigéo (), e tal que
Uy = Uy

n

Ora a resposta é clara — basta tomar k, = n. Assim uma sucessao é
sempre uma subsucessdo dela prépria.

»
w#
e —
A Numa conversa anterior faldmos da nog¢ao de limite de uma sucessado u
de termos reais. Demos, entdo, uma sentido preciso a frase

u tem limite a

onde a é um ntimero real.
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B Foi uma muito longa conversa.

A Pois bem, supde que agora te digo que, dada uma sucessdo u e dois
numeros reais a e b, se tem:

u tem limitea e u tem limite b.

B Nao devo estar a compreender o que me dizes. Em primeiro lugar, a
sucessdo u pode ndo ter limite e, depois, se tiver limite a e limite b,
entdo a tem de ser igual a b.

A Supde que u tem limite. Porque afirmas que a tem de ser igual a b?

B Arazdo ésimples: se u tem limite 2 entdo u, esta tdo proximo de a quanto
eu queira, desde que considere ordens suficientemente grandes, e o
mesmo acontece com b, se também supuser que u tem limite b. Ora
se a fosse diferente de b, para ordens suficientemente grandes, todos
0s u, deveriam estar tdo proximos de a e de b quanto eu quisesse, o
que é impossivel uma vez que a # b.

A Foi uma boa resposta a que deste, se usarmos uma defini¢do de limite
ndo formalizada. Recorda-te, no entanto, que acabdmos por chegar
a uma versdo formalizada da frase “u tem limite a”, e que, portanto,
agora s6 sdo aceitdveis argumentos que utilizem tal versao.

B Deixa-me ver se percebo o que estds a dizer... achas que a minha
intui¢do de limite é boa... que com ela até consigo provar o que
pretendes. .. mas ndo consideras isso suficiente. .. — pergunto-me
porque!

A A intui¢do é fundamental tanto para os conceitos como para as pistas
que fornece para as demonstra¢des. Mas, depois de formalizado o
quadro em que trabalhamos, as demonstra¢des s6 podem usar esse
quadro formalizado e as regras da légica.

B Queres com isso dizer que o quadro formalizado pode dar origem a
resultados que escapam a nossa intui¢ao?

A Disseste-o bem. Embora aqui (na unicidade do limite) ndo v4 acontecer

surpresa alguma, podes estar certo de que elas surgirdo ainda no
decorrer da nossa conversa.
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B Vou, entdo, restringir-me a definicdo de “u tem limite a” e que é a
seguinte
vr>03p€]an>p u, € V,(a)

Ora, se u também tiver limite b e supusermos a # b, eu devo chegar,
se a minha intuicdo esta certa, a uma contradi¢do — e tal contradigao
deve provir de: para todos os n suficientemente grandes, os u, esta-
rem perto de a e de b simultaneamente. Ora as “proximidades” de a
e de b sdo dadas pelas vizinhangas dea e de b... e 0 que estd numa
ndo deve poder estar na outra, se eu as escolher bem, ou seja, se eu
as escolher com raios suficientemente pequenos.

E isto?
A Continua.
B Posso fazer uma representagdo geométrica?
A Claro.
B Vousupora <b

a b

v

e agora vou escolher vizinhancas de a e de b, com raios 1 e 1,
V.. (a), V,,(b)

tais que “o0 que esteja numa nio possa estar na outra”, ou seja, tais
)
que elas sejam disjuntas

V(@) NV,(b) =02

Geometricamente

a-r, L‘Z a+tr, b-r, | b+r,

v

Assim, como u tem limite a, considerando r; (ou seja V,,(a)), sei, por
defini¢do de limite, que existe uma ordem p, a partir da qual todos
0s u, estdo na V, (a), e também sei que, tomando r, (ou seja V,, (b)),
existe uma ordem g (porventura diferente de p) tal que, a partir dela,
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todos os u, estdo na V,,(b). Desta forma, a partir da maior das ordens
p e q, todos os u, estdo na vizinhanga V,, (1) e na vizinhanga V,,(b), o
que é impossivel, pois que, entdo, estariam na intersecgdo

V(@) NV, (0)
que é vazia.

A A demonstragdo esta correcta se provares que existem r; e r, tais que
Vi@ NV, =e.

B Também tenho que provar isso?
A Claro.

B Ora, basta tomar r; (> 0) e , (> 0) menores do que metade da distancia
entre a e b. Dito de outra forma, posso escolher

-b -b
la | e 0<r2<|a |

O<ri <
=7 2

la — bl
2

A Esetomassesr; =1, = ?

B Também o poderia fazer uma vez que as vizinhangas sdo intervalos
abertos nas duas extremidades.

A Obtivemos assim o seguinte resultado:

Teorema 1. Seja u uma sucessio de termos reais e sejam a e b dois
niimeros reais. Se u tem limite a e tem limite b, entdo, a é igual a b.

Trata-se, como disseste, de um resultado intuitivo, mas que, apo6s
demonstrado, nos permite introduzir o simbolo

limu
para designar o (tnico) limite de u (quando este exista).

B Queres dizer que, antes deste resultado, eu ndo podia utilizar o simbolo
lim u para designar o nimero real a2 que fosse o limite da sucessao u?

A Repara no que disseste: “o ntimero real a que fosse o limite da sucessao
u”. Quando o dizes ja supdes que a é tnico.
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B Mas, se eu posso dizer que u tem limite 4, por que razdo nao posso escre-
ver
limu = a?

A Porque cada termo matematico tem de designar um tinico ente matema-
tico, a fim de que ndo haja ambiguidade na linguagem matematica.
Assim lim u tem de designar um tinico ente e é por isso que preci-
samos de demonstrar a unicidade do limite antes de introduzirmos
lim u.

B Tens razao!

A Considera, agora, uma sucessao u e designa por v uma qualquer subsu-
cessdo de u. v é ainda uma sucessdo, nao é?

B Sim.

A Entdo, de v podemos perguntar se tem ou ndo limite, mas se tiver ele
sera certamente tnico.

B Claro, uma vez que uma subsucessdo é ainda uma sucessdo, e que ja
provamos a unicidade do limite.

A Poderd uma sucessdo sem limite ter alguma subsucessdo com limite?
B Evidentemente. Basta considerar a sucessao (sem limite) w
0,2,0,20,2,...,0,2,...

dada por
Vien W, =14+ (=1)"

Se considerarmos a subsucessdo dos termos de ordem par, obtemos
uma sucessdo constante que tem por limite 2.

A Poderd uma sucessdo com limite ter alguma subsucessao sem limite?
B Claro que néao!
A Prova-o!

B E, para mim, intuitivo, j4 que uma subsucessdo se obtém da sucessdo
inicial por supressdo de termos.

A Recorda-te que agora estamos num quadro formalizado. ..
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B Ja sei... jd sei... vou ter que fazer uma demonstragdo em que apenas
utilize as nogdes de sucessdo, subsucessdo e limite, e as regras da
logica.

A E assim a Matematica!
B E vou ter alguma surpresa?
A Nao. A tua intuicdo esté correcta.

B Deixa-me, entdo, ver. .. tenho uma sucessio u com limite a, e considero
uma subsucessdo v de u, que posso escrever na forma

VieN Op = Uy,

onde k é uma sucessdo de ntimeros naturais satisfazendo a condicao
(®). Quero, agora, provar que limv = a e para isso vou recorrer a
defini¢do de limite. Dada, entdo, uma vizinhanca r de a

|
I
a-r a atr

v

devo encontrar uma ordem p, tal que, se n > p, se tenha v, € V,(a).
Ora, eu sei que isso acontece com a sucessdo u (porque limu = a) e
ainda hé pouco disse que

vneIN Oy = Uk,

Usando a minha intui¢do (as subsucessdes obtém-se por supressao
de termos da sucessdo original) deve-se ter

vneﬂ\] kn 2 n

Seré isto verdade? Ora. .. isso resulta imediatamente de k satisfazer
a condigao ().

Entdo a demonstracdo é simples. Dada a V,(a), eu sei que existe

p € N, tal que, se n > p, se tem u, € V,(a) (porque limu = a) e,

portanto, dada essa vizinhancga, também a partir da ordem p, se tem
v, € V,(a)

uma vez que, sendo n > p, vem k, > n > p e portanto uy, € V,(a).
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A Acabaste de demonstrar, de forma correcta, o seguinte

Teorema 2. Se u é uma sucessio de termos reais com limite a, entdo
qualquer subsucessdo de u também tem limite a.

B Nao sei qual a razdo porque estds a dar tanta importancia a este resul-
tado. No fim, o que eu queria era ter um resultado que me garantisse
a existéncia de limite e o que obtivemos foi “se o limite existe en-
tdo...”, o que nada me diz sobre esse problema fulcral.

A Foi com grande satisfacdo que ouvi esta tua observacdo. De facto o
resultado obtido ndo nos serve para provar a existéncia de limite,
mas é um auxiliar precioso para provar que uma sucessio nio tem
limite.

B Estas a preocupar-te com as sucessdes que ndo tém limite? Parece-me
chocante!

A Nao vejo porqué. Supde que te dao uma sucessao e que te perguntam se
ela tem limite. Se provares que ela ndo o tem respondeste a pergunta
que te fizeram. Ora, para provares que ela ndo tem limite, basta-te
encontrares duas subsucessdes com limites distintos ou, entdo, uma
subsucessdo sem limite.

B Tens razdo: isso é uma consequéncia do Teorema 2l O que eu gostava
era de ver alguns exemplos. . .

A Vamos fazer aqui uma pausa — os exemplos aparecerdo depois.

A Vamos recomecar.
B Sim.

A Seja, entdo, 1 uma sucessdo que podera ter ou ndo limite, e seja v uma
subsucessdo de u com limite, que vamos designar por b (limv = b).
Nestas condig¢oes dizemos que b é um sublimite de u.

B Um ntmero real é sublimite de uma sucessdo u se e sO se for limite de
alguma subsucessdo de u?
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A E essa a definicdo de sublimite.
B Mas nao hé unicidade da nogao de sublimite!

A Pois ndo, o que implica que ndo podemos fixar um simbolo que de-
signe 0s vdrios sublimites — mas podemos pensar no conjunto dos
sublimites de uma sucessado 1. Vamos designar esse conjunto por S,.
Sendo w a sucessdo definida por

Vien  w, = (=1)"
qual é o conjunto S,,?
B S, ={-1,1}.
A Serd w uma sucessdo com limite?

B Claro que ndo! — e uma justificagdo muito simples, que resulta da
nossa conversa, € a seguinte: se w tivesse limite (chamemos-lhe c),
entdo todas as suas subsucessdes tinham limite ¢, pelo que S, seria
o conjunto (unitdrio) {c}. Ora, vimos que S, tem dois elementos
distintos, donde resulta que w nado tem limite.

A Considera, agora, a sucessdo r dada, informalmente, por

1 1 1 1

1/ E/ 1/ 5/ 1/ ZI 1/ g/ N
e de maneira rigorosa por
1, se n é impar,
=yl se 1 é par.
241 pat

Identifica o conjunto S,.

B Se eu considerar a subsucessdo formada pelos termos de ordem impar,
ela é a sucessdo constante e igual a 1, logo tem limite 1, donde se
conclui que 1 é sublimite de 7 (1 € S,).

Se considerar agora a subsucessdo formada pelos termos de ordem

par, que é
1
& n =
N T T
imediatamente se vé que ela tem limite 0, pelo que 0 é sublimite de r
(0€S)).
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Assim
{0,1} C S,

mas nao sei se
{O/ 1} = Sr

uma vez que poderiam existir outras subsucessdes de r que tivessem
limite diferente de 0 e de 1.

A Poder4 isso acontecer?

B Penso que ndo... mas ainda ndo o sei justificar. Deixa-me pensar. ..
suponhamos que havia uma subsucessdo de r (chamemos-lhe s) que
tinha por limite um ndmero real ¢ diferente de 0 e de 1. ..

A Estés a tentar fazer uma demonstracdo por redugao ao absurdo?
B Sim! E vou comegar por supor que cestd entre 0 e 1 (0 < ¢ < 1);

0 c 1

v

depois veremos os outros casos.

Consideremos, agora, uma vizinhanca de c a qual ndo pertenca nem
O nem 1.

0 c 1

v

Se lims = ¢, entdo, a partir de certa ordem, todos os termos de s
deveriam estar na vizinhanga e portanto... j sei como faco a de-
monstra¢do. Arranjo vizinhangas de 0 e de 1 que ndo intersectem a
vizinhanca de c.

0 ¢ 1

v

Ora, como a subsucessdo dos termos de ordem par tende para zero,
sei que, a partir de certa ordem (digamos p), todos os termos de u com
ordem par estdo na vizinhanca de zero que eu escolhi. Da mesma
forma, a partir de certa ordem (que, neste caso, até pode ser 1), todos
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os termos de ordem impar de u estdo na vizinhanca escolhida de 1
(eles, até, sdo iguais a 1!). Daqui se conclui que, a partir da ordem
p, nenhum termo da sucessdo pode estar na vizinhanga de ¢, o que
implica que r ndo pode ter limite c.

Isto prova o que pretendia no caso 0 < ¢ < 1, faltando-me apenas
tratar dos casosc < Oec > 1.

A Nado digas mais. Quem resolveu o caso 0 < ¢ < 1 da forma como o
fizeste, também sabe resolver os casos restantes.

Concluiste, assim, que S, é iguala. ..
B S, =1{0,1}.
A Donde...
B rndo tem limite uma vez que tem dois sublimites distintos.

A Trata-se, efectivamente, de uma consequéncia do Teorema 2| Ora esse
Teorema, com as novas notagdes, pode escrever-se na forma

limu=a = S, = {a}

para toda a sucessdo de termos reais u. Sera verdadeira a proposicao
reciproca: para toda a sucessao u

S,={a} = Ilimu=a?

B Perguntas-me se é verdadeiro que, sendo todos os sublimites iguais, e
iguais a a, entdo a sucessao tem limite e o seu limite é a?

A E essa a pergunta.

B Parece-me que sim, uma vez que, se todas as subsucessdes tém o0 mesmo
limite. . .

A Penso que ja estds a elaborar num erro!

B Nem me deixaste concluir a frase!

A Pois ndo, porque pressinto que ha um erro na tua argumentacgao.
B Aonde?

A Disseste: “se todas as subsucessdes tém o mesmo limite”. . .
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B Eissondo é equivalente a dizer que o conjunto dos sublimites é unitario?
A Nao!

B Nao sei porqueé!

A O que é um sublimite?

B E o limite de uma subsucessao.

A E todas as subsucessoes tém de ter limite?

B Pode, evidentemente, haver subsucessdes sem limite.

A Entdo S, = {a} ndo é equivalente a “todas as subsucessdes de u tém
limite a”.

B Tensrazdo! Podem existir subsucessdes de u sem limite — em particular,
o préprio u que, como vimos, é uma subsucessao de si préprio.

Assim S, = {a} apenas é equivalente a “todas as subsucessdes de u
com limite, tém limite a”.

A Ainda acreditas que

Sy={a} = Ilimu=a?

B Comeco aduvidar. .. se euconseguir encontrar uma sucessao 1 com um
unico sublimite, mas com uma subsucessdo sem limite, entdo provo
que é falsa esta ultima implicacdo. Consideremos, informalmente, a
sucessao

o1-101,-1,01,-1,0,1,-1,...,0,1,-1,...

Esta sucessdo tem zero como sublimite e, se eliminarmos todos os
termos nulos, a subsucessao restante niao tem limite. ..

A Repara que pretendias encontrar uma sucessdo com um sé sublimite. . .

B E verdade! e esta tem, pelo menos trés — 0,1, —1. Penso mesmo que s6
trés. .. tem mesmo so trés! — basta adaptar o raciocinio que atrés fiz
para a sucessdo r. Seja como for ndo é o exemplo que pretendia.

Dé-me uma sugestao.

A Pensa na sucessdao dos nimeros naturais.
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B Mas essa ndo tem subsucessdes com limite... Ah! é precisamente por
ndo ter subsucessdes com limite que ela vai ser importante. Se eu
no exemplo anterior substituir a subsucessdo 1,-1,1, -1, ... pela su-
cessdo dos ntimeros naturais, ou seja, se eu considerar a sucessdo u
definida, informalmente, por

0,1,0,2,0,3,0,4,...

obtenho uma sucessdo com um dnico sublimite (S, = {0}) e que ndo
tem limite.

A Concluiste assim que, sendo 1 uma sucessao de termos reais e a € R, se
tem
limu=a = S,=/{a}

mas que ¢ falso que
Sy={a} = limu=a
e que, portanto, também é falso que

S,={a} o Ilimu=a.

B Deixa-me que te diga que este resultado negativo me surpreendeu. Tal-
vez porque eu sO estivesse a pensar em sucessdes com limite, ou,
entdo, naquelas que tém dois, ou mesmo trés, sublimites distintos,
mas que nao possuem subsucessdes sem limite.

A Jareconheceste aimportancia das subsucessdes sem limite, mas preocupou-
me aquela frase em que referiste as sucessdes com dois, ou mesmo
trés sublimites distintos. Ndo imaginas sucessdes com quatro, dez,
mil sublimites distintos?

B Mil sublimites distintos?! Com quatro. .. talvez uma adaptagao daquele
exemplo que te disse ha pouco

o1-101,-1,01,-1,...,0,1,-1,...

e que tinha trés sublimites. Ora, se eu for intercalando sempre o
numero dois

012-1,012-1,01,2,-1,...,0,1,2,-1,...

obtenho, de facto, uma sucessdo com quatro sublimites. Assim, para
obter mil sublimites bastard intercalar um ntimero suficiente de na-
turais, de uma forma semelhante a que foi descrita anteriormente.

Trata-se de uma resposta informal, evidentemente. ..
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A Foi informal, mas estou a entender-te e ndo tenhas receio de me respon-
deres as préximas perguntas de maneira informal. Peco-te, agora,
um exemplo de uma sucessdo u tal que S, = IN.

B Queres um exemplo de uma sucessdo cujo conjunto dos sublimites seja
IN?! Mas IN é um conjunto infinito!

A Eu sei!
B Uma sucessao com infinitos sublimites?!

A Com o conjunto dos sublimites igual a IN, que é, de facto, um conjunto
infinito.

B Eisso existe?... Deixa-me pensar. .. serd que posso utilizar o processo

2

anterior. .. mas como posso, entdo, intercalar infinitos nameros? E
certo que posso suprimir os termos que valem 0 e —1, porque ndo sdo
nameros naturais

0,1,2 1,012 >1,0,1,2, ~1,...
e que, em vez de 1,2, posso comegar por escrever
1,2,3,4,5,6,7
e depois ir repetindo esta sequéncia finita de niimeros
1,2,3,4,5,6,7,1,2,3,4,5,6,7,1,2,3,4,5,6,7, ...
mas assim s6 obtenho sete sublimites. Por outro lado, se eu escrever
1,2,3,4,5,...,n,...

uma vez que a sucessdo dos niimeros naturais ndo acaba, ndo posso
“no fim” recomegar a escrevé-la, porque ela ndo tem fim.

A Por que queres, usando a tua linguagem, intercalar de uma s6 vez a
sucessdo dos niimeros naturais?

Pelo que eu percebi, pretendes garantir a existéncia de um sublimite
a custa de um termo que se repete indefinidamente, o que é uma
visdo redutora, mas que basta para o exemplo que te pedi.

Vou dar-te uma pista. Comeca por escrever
1,1,2

Se quiseres que 1 e 2 sejam termos indefinidamente repetidos, como
continuarias?
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B1121212,..,12,....
A Mas assim trés nunca seria um termo indefinidamente repetido.

B Tens razdo. Mas, apds escrever 1,1,2 (onde repeti o namero 1), na
préxima sequéncia de niimeros, onde vou repetir os niimeros 1 e 2,
posso introduzir o namero trés

1,1,2,1,2,3
e quando voltar a repetir a sequéncia 1, 2, 3, introduzo o ntimero 4
1,1,2,1,2,3,1,2,3,4
Se considerar a sucessdo, dada informalmente, por
1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,6, ...

parece-me claro que qualquer ntiimero natural é um termo indefini-
damente repetido — desde que ele apareca na sequéncia 1,2,...,],
ird aparecer em todas as sequéncias seguintes que comecem com 1 e
terminem com /.

A O que podes, entdo, concluir?

B Como qualquer termo indefinidamente repetido é um sublimite, IN esta
contido no conjunto dos sublimites da sucessdo anterior. Ora, parece-
me claro que esta sucessdo ndo pode ter mais sublimites. Tenho quase
a certeza de que uma demonstracdo por redugdo ao absurdo resolve
o problema.

A E tens razdo, o que ndo quer dizer que o ndo fagas.
B Agora?
A Nao! A tua intuigdo esta correcta.

B Entdo, embora dada informalmente, encontrei uma sucessao u tal que
S, =IN.

A Achas chocante o resultado?

B Nado te sei dizer. .. surpreende-me que tal possa acontecer. .. talvez por
nunca ter pensado nisso. . .

A melhor resposta que te posso dar é a seguinte: de inicio: surpresa;
depois: perplexidade; finalmente: algum espanto. — Mas nada que
me perturbe a intuigdo.
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A Considera, agora, uma sucessdo w cujo conjunto de termos seja Q.
B Espera. .. tal sucessdo ndo existe. .. ndo pode existir!
A Porqué?

B Sejamos cautelosos. Diz-me a minha intui¢do que nédo existe uma suces-
sdo cujo conjunto dos termos seja o conjunto dos ntimeros racionais.

A Volto a perguntar-te: porqué?

B Naomeéclaroainda, porque muito do que vem da intui¢do ndo encontra
rapidamente uma formulagédo clara. Preciso de tempo. ..

A Nado te estou a pressionar. Leva o tempo que quiseres.
B ...

A L.

B Parece-me que ja consegui organizar as ideias. . .

A Diz, entéo.

B Suponhamos que existia uma sucessdo w cujo conjunto dos termos fosse
Q. E claro que podemos suprimir os termos que se repetem (todos,
menos um), porque os suprimidos nao contribuiriam para a introdu-
¢do de novos racionais. Assim, sem perda de generalidade, podemos
supor que os termos de w sdo todos distintos. Tais sucessdes, quando
as imagino a serem representadas na recta real, vejo um ponto a ser
marcado aqui, outro ali, outro acola... e assim sucessivamente. ..
cada um “bem espacado” de todos os outros.

Ora, como pode isso acontecer com uma sucessdo w cujo contra-
dominio seja Q? O conjunto dos ntimeros racionais estd tdo bem
distribuido na recta real que, dados dois reais distintos, por mais
préximos que estejam, existem sempre infinitos nimeros racionais
entre eles. Como podemos, entdo, numerar um tal conjunto? —
dizer dos seus elementos que este é o primeiro (ou seja, a n = 1, cor-
responde este), que aquele é o segundo (ou seja, a n = 2, corresponde
aquele). .. e assim sucessivamente. .. A minha intui¢do diz-me, de
forma categorica, que tal sucessdo ndo existe!

Estou errado?

A Estas!
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B Nao pode ser!

A E, contudo, existem sucessdes cujo conjunto dos termos é Q!
B Dé4-me um exemplo!

A Vais vé-lo mais tardell]

B E por que ndo agora?

A Porque temos de terminar a nossa conversa.

B Responde-me s6 a uma questéo.

A Diz.

B Qual é o conjunto dos sublimites dessa sucessdo w?

A A tua pergunta estd mal formulada, uma vez que uma sucessdo nao
fica definida pelo conjunto dos seus termos — se este tiver mais do
que um elemento, existem sempre infinitas sucessdes com o mesmo
conjunto de termos, e o conjunto dos sublimites depende de cada
uma delas.

B Tens razao.

A No entanto, no caso em questdo tal ndo acontece. Qualquer sucessao
cujo conjunto de termos seja Q, tem, por conjunto dos sublimites, o
conjunto R.

B R?
A Sim.
B Isso é ainda mais espantoso!

A Vou fazer-te um desafio:

admite que existe uma tal sucessao w e demonstra que S, = R.
B Posso fazer a demonstragdo com o pouco que até agora sei?

A Podes.

B Mesmo sendo contra a minha intui¢ao?!

Ver no Capitulo Cardinalidade. (Este capitulo acabou por ndo ser escrito embora fizesse
parte do plano original. (N.E.))
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A A tua intuicdo ird melhorando com o tempo — quanto mais souberes
sobre um assunto mais apurada ela serd, e o problema que te propus
é daqueles que a faz refinar.

B Presumo que a demonstracdo ndo serd simples.

A Nao. Nao é simples mas é fazivel com o conjunto de conhecimentos
que tens. Claro que te levara algum tempo. .. mas, acredita-me, ndo
é tempo perdido.

B Parece-me que s6 agora comeco a compreender verdadeiramente uma
coisa em que tanto insistes.

A Equeé...?

B A necessidade de demonstrar aquilo que afirmamos. A demonstracao
ndo é um luxo, mas uma necessidade — mesmo sobre resultados que
nos parecem evidentemente verdadeiros, podemos estar enganados.

A Como ja te disse, a intuigdo é um bem inestimével, mas nunca poderas
garantir, perante uma dada questdo matemdtica, que ela te dara a
resposta correcta.

Tanto com o0s sucessos, como com os fracassos, a intuicdo vai-se
apurando, o que a torna cada vez mais poderosa, mas nunca deter-
minante.

B Antes de terminarmos a nossa conversa, ainda te queria por uma per-
gunta.

A Qual é?
B Existem sucessdes cujo conjunto de termos seja IR?
A Nao.

B Gragas a Deus!

As sucessdes mondtonas e limitadas e o axioma do supremo

B Ha que tempo nédo faldvamos e eu que queria tanto discutir contigo. . .

A Sobre?. ..
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B Sobre o conjunto dos sublimites de certas sucessdes e de alguns proble-
mas que entretanto me ocorreram.

A Pois desilude-te. Para hoje tenho um assunto bem preciso. . .
B Queé?...

A O das sucessdes monoétonas.

B Nao me digas!

A Porqué?

B Sucessdes monodtonas depois dos problemas excitantes da tiltima sesséo.
Francamente!

A Monoétonas ndo tem aqui o significado que habitualmente se da a esta
palavra.

B Ah?...

A O melhor é comecarmos com alguns exemplos. Considera as sucessoes
u, v, w e z definidas por

1
VoeNn Un =1, Yypen 0, =1- E/
1
vnE]I\I wy = _Ez vne]N Zp = 1.

Achas que estas sucessdes tém alguma coisa em comum?
B Sob que ponto de vista? Se pensarmos na existéncia de limite. . .

A Ndo — ndo é na convergéncia das sucessdes que estou interessado.
Pensa antes na relacdo de ordem que, para cada uma delas, existe
entre os termos.

B Nao sei se estou a perceber bem a tua sugestdo. .. mas comecemos com
a primeira sucessdo e com os seus termos. Falaste-me da relagdo de
ordem entre os termos, nao foi?

A Sim.

B Bem. .. entdo o primeiro termo u; (= 1) ¢ menor do que o segundo termo
uy (= 2) e este ¢ menor do que u3 (= 3), e assim sucessivamente. . .

A Formaliza!

60



Sucessoes

B Estou a dizer que, para cadan € IN, 1, < 14,41.

A Assim
vne]N Uy < Upyq.

B Claro.
A E serd esta uma caracteristica comum as quatro sucessoes?

; —1_1 =1 - L 1 1
B Deixa-me ver... v, =1—-+ev,1 =1— ... ora, como =7 < 3, vem
Un < ?Jn+1.

A Estou de acordo, mas explicita melhor o teu raciocinio.

B E facil: se a 1 subtrairmos um niimero e se a 1 também subtrairmos um
outro niimero que seja. . . isto estd a ficar confuso! O melhor é fazer
a subtraccdo entre v, e v,. Assim, tudo fica claro

1 1 1 1
i1 — Oy =1———-1+—=—— >0
Un1 =0 n+1 n n n+l
pelo que
VneI[\I Up+1 > Uy
A Perfeito.

B Quanto a w ndo ha duvida:

1 1
—_ < —_
e n n+1’

tendo-se, assim,
vne]N Wy > Wyy1-

Agora a sucessdo z é que ja ndo satisfaz aquilo que pensamos ser uma
caracteristica comum, pois que

vne]NZn = Zp+1-

A Tens razdo — e, no entanto, estas tdo perto de encontrar uma caracte-
ristica comum. . .

B Nao digas mais... deixa-me pensar... Ora... ora, é simples! Uma
caracteristica comum ¢é

VoeN  n < Ayt

onde a é uma qualquer das sucessdes dadas.
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A Obtiveste o que pretendia. Podemos, agora, dar a seguinte definigao:

Sendo a uma qualquer sucessdo de termos reais, diz-se que a é crescente sse

vne]N ap < Ap+1.

Desta defini¢do resulta que as sucessodes u, v, w, z sdo. ...
B Crescentes.
A Muito bem.
B Desculpa, mas tenho uma objeccao.
A Diz.

B Eu sei que as defini¢des ndo se discutem, mas o0 mesmo ndo acontece
com a terminologia, que podemos considerar ser inadequada. Dizer
que uma sucessdo constante, como a sucessdo z, é crescente ndo me
parece apropriado. Por que razdo nédo se dd outro nome as sucessoes
a que chamaste crescentes?

A Que nome escolherias para a sucessdo dada, informalmente, por
1,1,2,2,3,3,4,4,...2
Dirias que ela ndo é crescente?
B Eu diria que é crescente.
A E, no entanto, esta sucessdo (designemo-la por w) satisfaz a
vne]N Wy < Wiyl

mas nao a
vneIN Wy < Wpt1-

B Tens razao. Contudo. ..

A Nado alonguemos esta discussdo porque a terminologia é também larga-
mente arbitrdria. Talvez com a seguinte defini¢do suplementar ja te
sintas satisfeito.

Uma sucessio b de niimeros reais diz-se estritamente crescente sse

VneIN bn < bn+l-
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B Esta defini¢do ndo elimina a outra, pois ndo?

A Nao! Trata-se de umanova defini¢do. Diz-me, agora, como classificarias
as sucessoes U, v, w, z,  atendendo as defini¢des dadas.

B Assucessdes u, v e w sdo estritamente crescentes e, portanto, crescentes,
uma vez que qualquer sucessdo estritamente crescente é também
crescente.

Assucessoes z e w sdo crescentes, mas ndo sdo estritamente crescentes.
A Esta certa a resposta. Quero, agora, pedir-te que me dés as defini¢des

— que julgares apropriadas — das nocdes de sucessdo decrescente e
de sucessao estritamente decrescente.

B Néao me parece dificil. Direi que uma sucessdo u de termos reais é
decrescente sse
vne]N Ups1 < Uy

e direi que uma sucessao v de termos reais é estritamente decrescente
sse
vne]N Upp1 < Up.

A Muito bem. Da-me agora exemplos de sucessdes decrescentes e de
sucessoes estritamente decrescentes.

B Ora, basta adaptar os exemplos anteriores. As sucessdesa, b e c definidas

por
1
vne]I\I ap, = —n, vne]N bn =1+ Ez vneN Cn = E

sdo estritamente decrescentes; a sucessao d definida por
Vien dp=1
é decrescente, e a sucessdo definida (informalmente) por
-1, -1, -2, -2, -3, -3, -4, —4,...

¢é decrescente, mas, tal como a sucessido d, ndo é estritamente decres-
cente.

A Disseste, e bem, que d é uma sucessdo decrescente e tinhamos visto
atrds que ela também é crescente. Assim existem sucessdes que sdo
crescentes e decrescentes!

B A culpa é tua! Com a defini¢do de sucessdo crescente que deste. ..
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A Tens razdo. Nao me estou a queixar. Estava apenas a constatar esse
facto. Mas, diz-me: existem outras sucessdes, que ndo as constantes,
que sejam crescentes e decrescentes?

B Deixa-me pensar. Se u € crescente, entdo
VnelN u, <uy
e se u é também decrescente, entao
YnelN u,q <u,.
Concluimos daqui que u deve satisfazer a
YneIN (up < upr A Upr < Uy)

donde
YnelN u,q =u,.

Assim

YnelN u,=u

pelo que u é uma sucessdo constante. Logo, as tnicas sucessdes
crescentes e decrescentes sdo as sucessdes constantes.

A Euma demonstragdo simples, é certo, mas foi bem feita. Estou satisfeito.
Diz-me, agora: serd que toda a sucessdo u de termos reais é crescente
ou decrescente?

B Claro que ndo! Basta considerar a sucessao u dada por
1,0,1,0,1,0,...
ou, formalmente, por
1+ (-1
u, = LH VT
2

Esta sucessdo ndo é crescente porque u; > u, e ndo é decrescente
porque u, < uz. Alids, parece-me que as sucessdes que sdo crescentes
ou decrescentes. . .

A Espera um pouco. Vamos dar um nome as sucessdes que sdo crescentes
ou decrescentes. Vamos chamar a tais sucessdes, sucessdes mono-
tonas e, ja agora, as sucessOes que sdo estritamente crescentes ou
estritamente decrescentes, damos o nome de sucessoes estritamente
monotonas.
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B Moné6tonas, porqué?

A Porque ndo varia a natureza do crescimento entre os seus termos.
B Ah?!

A Mas, desculpa ter-te interrompido, ias dizer que. . .

B Euia dizer que... jd me lembro... que as sucessdes a que passdmos a
chamar monétonas ndo sdo o caso vulgar entre as sucessdes. Basta
considerar uma sucessdo u estritamente crescente e trocar os dois
primeiros termos para obter uma sucessdo ndo monétona. E quem
diz os dois primeiros termos, diz dois quaisquer termos.

A E verdade, no sentido em que se trata de uma restricio grande dizer
que uma sucessao u é monétona. Por isso, porque elas sdo especiais,
as sucessdes monoétonas tém propriedades importantes que nao sao
verdadeiras, em geral, ou seja, que ndo sdo verdadeiras para todas as
sucessoes.

B E sdo essas propriedades importantes que pretendemos estudar?
A Exactamente.

B Ja estou a vislumbrar o tipo de propriedades importantes em que estas
a pensar. ..

A Queé?...
B A relagdo entre a monotonia e a convergéncia.

A Acertaste! Mas como vamos fazer agora uma pausa, pego-te que penses
mais detalhadamente sobre o assunto e que me fagas um resumo das
conclusdes a que chegaste na nossa préxima conversa.

A Estou muito interessado no que tens para me dizer.
B Nao podias ter dito coisa pior. ..

A Porqué?
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B Parece-me que as tuas expectativas sdo grandes e eu ndo tenho muito a
dizer. Para j4, ndo provei nada e nem sequer cheguei a formalizar as
ideias que tive.

A Teres ideias ja é um bom sinal. Vamos a elas.

B Provavelmente o melhor é comegar com as sucessdes que inicialmente
me deste e que vou, agora, designar por a, b, ¢, d e e. Elas foram
definidas por:

1 1
vne]N ap =n, vneIN bn =1- Ez vne]N Cn = _g/ vnE]N dn =1

e e foi, informalmente, definida por
1,1,2,2,3,3,4,4,5,5,...

Todas elas sdo crescentes, e, ja agora, quero dizer-te que s6 pensei em
sucessOes crescentes e na sua relacdo com a questdo da convergéncia.

A Foi uma boa escolha.

B Ora, facilmente se vé que
limb, =1, limc,=0, limd,=1

e que a e e ndo tém limite.

Assim, uma primeira conclusdo, muito simples, é que ndo basta a
uma sucessao ser crescente para ter limite. Isso levou-me a seguinte
pergunta:

Qual é a diferenga essencial entre as sucessoes a e e e as sucessoes b, c e d?
A Trata-se de uma excelente pergunta!

B Ainda bem que o dizes. O que eu nao sei é se estards de acordo com a
resposta que encontrei.

A Que foi?
B Eum pouco confuso o que te vou dizer. ..

A Diz.

B E que as sucessdes a e e ndo s6 sdo crescentes como “ultrapassam”
qualquer ntimero real que eu considere.
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A Foi até ai que chegaste?
B Foi. Estou a ver que te desiludi!

A De maneira nenhuma! Disseste que tinhas tido ideias e tiveste! Disseste
que ndo as tinhas formalizado, e reconheceste, assim, a tua principal
dificuldade.

Estou satisfeito. Temos uma boa base para continuarmos a trabalhar.
B E qual é a base?

A A tua frase

as sucessoes a e e nio so sio crescentes como “ultrapassam” qualquer niimero
real que eu considere.

B Mas foi precisamente esta ideia que eu considerei confusal!

A E mais do que confusa — carece de sentido, o que é pior. No entanto,
parece-me que, intuitivamente, atingiste o cerne do problema. S6 te
falta formalizar.

B Formalizar o qué?

A A frase
a sucessdo ultrapassa qualquer niimero real que eu considere.
O que entendes por “ultrapassar” um ntmero real qualquer?
B Estou a ver... O que eu pretendo dizer é que, dado um ntimero real

qualquer, todos os termos da sucessdo, a partir de certa ordem, sdo
maiores do que esse niimero.

A Atendendo a que a sucessdo é crescente, precisas de dizer que todos os
termos, a partir de certa ordem, siio maiores do que. . .

B Nao! Basta-me dizer que, para cada namero real a, existe um termo
u, que é maior que a, porque, sendo a sucessdo crescente, todos os
outros termos com ordens superiores a n também sdo maiores que a.

A E ndo te achas, agora, capaz de formalizar a tua ideia?

B Penso que sim. .. Basta-me dizer que para todo o namero real a (forma-
lizando ¥ a € R), existe um termo u, (formalizando 3 n € IN) tal que
U, > a.
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Assim, dada uma sucessdo u de termos reais, o que se pretendia dizer
com a frase

u ultrapassa qualquer niimero real que eu considere

pode ser escrito, rigorosamente, na forma seguinte:

YoerInen Uy > a. (6)

A Esta €, entdo, a caracteristica comum as sucessOes a4 e e. Esquece-te,
agora, das sucessOes a e e e pensa apenas numa sucessao u crescente
que satisfaca a condigao (6). Podera esta sucessao ter limite?

B Claro que nao!

A Estou de acordo contigo. Mas o que afirmaste tem de ser demonstrado.
E que ndo basta ter uma ideia — tem que se provar que essa ideia é
“boa” mesmo que ela nos pareca, intuitivamente, uma “boa ideia”.

B Queres, entdo, que eu prove que, se u é uma sucessao crescente satisfa-
zendo a (6), entdo u ndo tem limite.

A Vou, até, propor-te que demonstres que tal é verdade, mesmo que a
sucessdo 1 ndo seja crescente. Assim, o que pretendo que proves (eé
simples) é a seguinte proposicao:

Se u é uma sucessio de termos reais satisfazendo a (6), entdo u ndo tem
limite.

B Eu s6 tinha pensado no caso em que u era crescente. .. Tens agora que
me deixar pensar. ..

A Compreendeste-me mal! Este é um exercicio para resolveres depois da
nossa conversa. E que ndo temos muito tempo a perder.

B E, diz-me, no que estds verdadeiramente interessado ndo é, propria-
mente, nas sucessoes 4 e ¢, mas nas sucessoes que satisfazem a (6). O
que te interessa sdo, precisamente aquelas que nao satisfazem a @

Sdo essas que pretendes demonstrar serem convergentes! E assim,
ou nao?

A Estou, efectivamente, interessado nas sucessdes crescentes que ndo satis-
fazem a (6).

B Sucessdes como b, c e d, que sdo convergentes.
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A Sim! Mas comecemos por formalizar o que se entende por uma sucessao
u ndo satisfazer a (6).

B Isso é facil. Basta negar (6). Assim, uma sucessao u (crescente ou nio)
ndo satisfaz a (6)) sse
EIoze]RvnelN U, < a. (7)

A E esta a altura para introduzirmos alguma terminologia. Uma suces-
sdo u diz-se majorada sse @ for verdadeira, e a um tal a chama-se
majorante de u.

Vou-te, agora, fazer trés perguntas:

1* Podera uma sucessdo ter um tinico majorante?
2% Poderd uma sucessdo ndo majorada ser convergente?

3% Poderd uma sucessdo majorada ndo ser convergente?

B Andaste depressa demais. Deixa-me, antes de responder as tuas per-
guntas, ter uma ideia geométrica do que se entende por majorante e
por sucessdo majorada.

Marquemos na recta real um ntimero a.

0 o

v

Ora, dizer que a é um majorante da sucessdo u, significa, geome-
tricamente, que todos os termos de u se devem marcar na recta real
a esquerda de a (podendo, evidentemente, alguns deles serem «).
Dizer que u é majorada equivale a dizer que tem pelo menos um ma-
jorante e que, portanto, existe um a como o descrito anteriormente.

A S6 uma pergunta.
B Diz.
A No desenho que fizeste o nimero a é maior do que Oe. ..

B Também o poderia ter marcado igual a 0, ou menor do que 0, mas
quando se faz uma representagdo geométrica tem de se colocar o
nimero @ nalgum sitio — foi um acaso marca-lo maior do que 0.

A Estd bem. Vamos, entdo, as perguntas que te fiz.
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B A resposta a primeira é muito simples. Se a é um majorante da sucessdo
u, qualquer niimero maior do que a também é um majorante de u. Se
uma sucessao tem um majorante tem, certamente, infinitos majoran-
tes. Isso é muito claro tanto geometricamente como analiticamente,
recorrendo a proposicao (7).

Quanto a segunda questdo a resposta também me parece simples.
Com efeito se u ndo é majorada entdo u ndo satisfaz a (7) e portanto
satisfaz a (6). Ora, a tua pergunta é equivalente ao exercicio que
pretendias que eu resolvesse posteriormente. . .

A Nao precisas de dizer mais.

B Finalmente, para responder a tua questdo, basta considerar u definida
por u, = —n, para todo o n natural, para encontrarmos uma sucessao
majorada (—1 é um majorante) que ndo tem limite. A resposta é,
portanto, negativa.

A As perguntas eram simples e as respostas foram igualmente simples.
Estou satisfeito. A questdo que, agora, te vou propor é mais delicada:

Poderd uma sucessdo crescente e majorada nio ser convergente?
B Chegamos, enfim, com outra roupagem, a questdo natural.
A Nao é de roupagem que se trata. ..

B Eu sei! Formalizdmos o problema. .. e, acredita-me, quando pensei nas
sucessdes b, c e d enoutras semelhantes, a minha principal dificuldade
foi ndo ter nada a que me agarrar além do crescimento. Agora tenho
mais uma nogdo, e bem definida —a de sucessdo majorada. Desculpa
a leviandade do uso do termo roupagem.

A Nao te recrimines. Vamos tentar resolver o problema.

B Ora bem, temos uma sucessdo crescente e que é majorada. Seja a um
majorante de u e deixa-me fazer uma representacdo geométrica da
nossa situacgao.

v

De uma forma imprecisa, posso dizer que os u, vado crescendo
mas nunca ultrapassam a, pelo que me parece, intuitivamente, ver-
dadeiro que a sucessdo convirja para um determinado ntmero real
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< a. Mas como posso provar este resultado, se nem sequer possuo
um candidato a limite?

A Poderd esse limite ser a?

B S6 com muita sorte, porque a € um majorante e atras vimos que existem
infinitos majorantes.

A O que estés a dizer é que o pode ser um majorante demasiado grande.
O que podes, entdo, fazer?

B Posso ir “diminuindo” a mantendo-o, no entanto, como majorante.
Diminuindo-o, diminuindo-o até. .. até ndo o poder diminuir mais.

A Acho que estas a pensar bem, mas a linguagem é tao imprecisa. . .

B Talvez eume explique melhor com um exemplo e tire dai posteriormente
uma sugestdo para um raciocinio geral.

A Faz o que achares melhor.
B Considera a sucessdo c dada por

1
VieN € =-——,
n
que sabemos convergir para zero, e escolhe @ = 5. Uma representagao

geométrica desta situacdo é:

\ I \
-1 -12 -13 0 5

v

O namero 5 é, evidentemente, um majorante da sucessdo, uma vez
que

vne]N - l < 5.
n

Ora, os numeros 4, 3,1, %,% também sdo majorantes da sucessdo c.
Podemos mesmo dizer que todos os niimeros reais maiores ou iguais
a zero sdo majorantes da sucessdo c, e ainda podemos afirmar mais:
qualquer ntimero real menor do que zero ja ndo é majorante de c.
Assim, quando dizia que podiamos ir diminuindo «a (neste caso 5)
até ndo o poder diminuir mais (mantendo-o majorante), o que eu
queria dizer é que 5 é um majorante de c e qualquer nlimero menor
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que 5 ainda é majorante de ¢ desde que ndo seja negativo. Ha, neste
caso, uma altura em que, se diminuirmos o majorante (ou seja, se
considerarmos um nimero real menor) ja ndo obtenho um majorante.
Para c “essa altura” é o ntiimero zero.

A E espantoso como tudo é mais simples quando temos definigdes preci-
sas, como vais ver. Continuemos a pensar na sucessao ¢, mas em vez
do raciocinio que fizeste, considera antes o conjunto dos majorantes
dec,queé...

B E ointervalo {x € R; x > 0}.
A Entdo o elemento deste intervalo que procuravas era o nimero. . .
B O ntimero 0.

A Que relacdo estabeleces entre o nimero 0 e o conjunto {x € R; x > 0}
dos majorantes de c?

B Zero é o menor dos majorantes.
A Assim, o limite da sucessdo c é. ..
B O menor dos majorantes de c.

A Voltemos, entdo, a questdo que te coloquei:

Poderd uma sucessdo crescente e majorada néo ser convergente?

B Penso que ndo. Toda a sucessdo u crescente e majorada deve ser con-
vergente e, agora, até ja tenho um candidato a limite: o menor dos
majorantes de u. Deixa-me testar esta conjectura com as sucessdes b
e d. Ora, o conjunto dos majorantes de b é o conjunto {x € R; x > 1} e
portanto o menor dos majorantes é “1” que é, efectivamente, o limite
de b. No caso da sucessdo d, o conjunto dos majorantes é igualmente
{x € R; x > 1} e o limite de d é também o menor dos majorantes.

A Testaste a tua conjectura com apenas trés sucessdes, todas elas muito
simples.

B Eusei! Mas também é verdade que, de uma forma mais confusa, ja tinha
conjecturado a convergéncia das sucessdes crescentes e majoradas —
o que me faltava era o candidato a limite. Isso, e uma terminologia
adequada.
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A Estés, entdo, em condi¢des de demonstrares o seguinte teorema impor-
tante:

Teorema 3. Toda a sucessdo de termos reais, crescente e majorada é
convergente.

B Queres que o demonstre agora, ou é assunto para pensar mais tarde?
A E para fazeres agora.

B Vou considerar uma sucessdo u crescente e majorada. Seguidamente
penso no conjunto dos majorantes de u e escolho o menor dos majo-
rantes, que vou designar por a.

Para provar que u — a vou recorrer (ndo me parece ter outra alter-
nativa) a definicdo de limite. Consideremos, entdo, uma vizinhanga
edea (Vo(a) =]a—¢,a+¢]).

v

e procuremos uma ordem p € N tal que a partir dela todos os u,
estejam em V().

O problema, como sempre, estd numa boa escolha da ordem p. Ora,
ainda ndo usei a hipétese da sucessdo ser crescente, nem o facto de
@ ser o menor dos majorantes. Se a é o menor dos majorantes, entdo
a— & ndo pode ser um majorante de u, pelo que deve existir um termo
ui tal que u, > a — €... e... do crescimento de u... resulta que...
Pronto, ja esta!

A Ja estd o qué?

B Ja terminei a demonstracdo. Basta escolher para p o natural k, porque,
sendo ux > a — € e u crescente, se n for maior do que p (= k), tem-se,
por um lado

a—¢&<uy<Uy

e por outro,
U, <a<a+ée¢

uma vez que a é majorante de u. Assim, a partir da ordem p (= k),
todos os u, estdo na V.(a), como pretendiamos demonstrar.
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A Fizeste um bom trabalho e, talvez ndo o saibas, o teorema que acabaste
de provar é um resultado fundamental no estudo das sucessdes.
Numa outra conversa ainda haveremos de o considerar sob outra
perspectiva. Por agora s6 tenho uma pergunta a fazer: onde é que
esta demonstracao falha (porque tem de falhar!) se considerarmos as
sucessdes a e e (que sabemos ndo serem convergentes)?

B Deixa-me repensar a demonstra¢do com cuidado. .. Ora, falha logo no
inicio da demonstragdo: como as sucessdes a e e ndo sdo majoradas,
ndo existe conjunto dos majorantes. ..

A Nao existe conjunto dos majorantes!??
B Bem... ndo existem majorantes. ..
A Com isso estou de acordo!

B Entdo o conjunto dos majorantes ndo tem elementos. .. Ah! desculpa,
o conjunto dos majorantes das sucessdes a e e é 0 conjunto vazio.
Alids, o mesmo acontece com qualquer sucessdo ndo majorada — o
conjunto dos seus majorantes é o conjunto vazio. A demonstragdo
falha quando escolho o menor dos majorantes, que ndo existe para
uma sucessao ndo majorada.

A Agora estamos de acordo.

Foi por tua ideia que comegdmos com as sucessdes crescentes e a
sua relacdo com a nogdo de convergéncia, mas é de prever que algo
semelhante, relativamente & convergéncia, ocorra com as sucessoes
decrescentes. Por isso pego-te que, sucintamente, me digas como
tratarias esse caso.

B Se bem me lembro, come¢amos por dividir as sucessdes crescentes em
duas categorias distintas: as majoradas e as ndo majoradas. Que
terminologia devo agora utilizar?

A Em vez do termo “majorada” usa o termo “minorada” e em vez de
“majorante” usa “minorante”.

B Dada, entdo, uma sucessdo u (decrescente ou ndo) digo que um ntimero
real & é um minorante de u sse

vne]N a < Uy.

74



Sucessoes

Digo, também, que a sucessdo u é minorada sse tiver pelo menos um
minorante, ou seja, 1 é minorada sse

dverVien a L u,.
Evidentemente, se existir um minorante a de u, todos os niimeros

reais menores do que a também sdo minorantes de u.

Depois vimos que. .. deixa ver se me recordo... Ah! Lembro-me
agora que me propuseste um exercicio, para ser resolvido posterior-
mente, e que consistia em provar que

Toda a sucessiio ndo majorada nio é convergente. 8)

Ora, passando ao simétrico, devo concluir que

Toda a sucessdo ndo minorada ndo é convergente. )

A Excelente! E vou aproveitar o que disseste para introduzir mais alguma
terminologia: dada uma sucessdo de termos reais, diz-se que u é
limitada sse for majorada e minorada.

Assim, uma sucessdo ndo limitada, a que também se chama ilimitada,
é uma...

B E uma sucessdo que ndo é majorada ou ndo é minorada.

A Podes, assim, encontrar uma proposicdo que englobe os resultados
e ().

B Claro! Posso dizer que

Toda a sucessio ndo limitada ndo é convergente. (10)

A Trata-se de um critério simples para ver que uma sucessdo nao é con-
vergente. Com efeito, basta ver que tal sucessdo ndo é majorada ou
ndo é minorada.

E, diz-me, o que podes, usando (10), garantir para uma sucessao
convergente?

B Seu for convergente, elando pode serilimitada, logo tem de ser limitada.
Assim
Toda a sucessio convergente é limitada. (11)
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A Foi uma boa discussdo sobre sucessdes majoradas, minoradas e con-
vergentes e, com certeza, mais resultados poderfamos obter usando
apenas estas trés nogdes. Mas, nesta altura, estamos interessados nas
sucessOes u que sdo decrescentes e minoradas, uma vez que ja viste
que as ndo minoradas ndo eram convergentes.

B Voltemos, entdo, as sucessdes decrescentes. Sendo u uma sucessdo
decrescente, s6 temos duas hip6teses: ou u é minorada ou u nédo é
minorada. Como disseste, se # ndo é minorada, 1 ndo é convergente.
Se u for minorada tenho quase a certeza de que ela é convergente.

A Quase?!

B Eu disse “quase” porque aprendi contigo a ndo afirmar que uma propo-
sicdo é verdadeira sem a ter demonstrado antes.

A Tens toda a razdo! Sou eu que peco desculpa.

B Mas néao deve ser dificil a demonstracdo. O candidato a limite, neste
caso, deve ser o maior dos minorantes. E, agora, devo fazer ape-
nas uma adaptacdo da prova que fiz para o teorema 3. Deixa-me
ver. .. Se a for o maior dos minorantes, entdo o + ¢ ndo pode ser um
minorante. .. e portanto. .. portanto. .. ja estd!

A Desta vez acredito plenamente no teu “ja esta”!
B Obtivemos, assim, dois resultados fundamentais para as sucessdes.
A Dois resultados que podemos fundir num sé.

B Como?!

A Uma sucessdo crescente pode, como vimos, ndo ser majorada. .. e mi-
norada? Podera ela ndo ser minorada?

B Minorada?. .. claro que tem de ser minorada — 17 é um minorante, uma
vez que
vne]N 251 < Uy.

A De modo que. ..

B Nao digas mais! Ja estou a ver aonde queres chegar. Como toda a
sucessdo crescente é minorada, dizer que ela é majorada equivale a
dizer que é limitada. Assim, o teorema 3 pode escrever-se na forma:
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Toda a sucessio crescente e limitada é convergente.

Ora, se uma sucessdo for decrescente, ela é, certamente, majorada,
pois que
VneN Uy < ui.

Assim, dizer que uma sucessdo u decrescente é minorada, equivale
a dizer que ela é limitada, pelo que o segundo teorema fundamental
pode escrever-se na forma:

Toda a sucessdo decrescente e limitada é convergente.

A Continuas, no entanto, a ter dois resultados — um para as sucessdes
crescentes e outro para as sucessdes decrescentes.

B Mas para obter um tinico teorema que englobe estes dois, basta recordar
a definigdo que deste de sucessdo monétona: uma sucessdo u diz-se
monatona sse for crescente ou decrescente.

A Quero dar-te o prazer de seres tu a enunciares esse resultado funda-
mental a que damos o nome de Teorema das sucessdes mondtonas e
limitadas.

B Ei-lo:

Teorema 4 (das sucessdes monétonas e limitadas). Toda a sucessio
de termos reais, mondtona e limitada é convergente.

Mas, agora, peco-te uma pausa — € que a nossa conversa ja vai
longa. ..

A Nao o nego. Mas ndo quero que descanses sobre o trabalho feito. Vou-
te levantar, maldosamente, uma davida: Serd que, efectivamente,
provaste o Teorema das sucessdes monétonas e limitadas? Na tua
demonstragdo néo faltard algo?

B Estards a enganar-me?... Maldosamente, como disseste. . .
A Nao! Ha um argumento, que utilizaste, e que ndo provaste!

B Ah?!...
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B Isso ndo se faz!
A O qué?

B Deixar-me acreditar que tudo estava bem, e, quando ja4 comegava a
descansar (e bem tinha direito a isso!), introduzires o gérmen da
duavida. ..

A Confesso-te que, para mim, também ndo foi agradavel, mas foi o que
achei mais apropriado para que pudesses melhor. . .

B Descansar!
A Compreender um dos muitos segredos dos ntimeros reais.

B Dos ntmeros reais! Essa é boa! No6s estamos no capitulo das suces-
soes. . .

A ...das sucessdes de termos. . .
B ...reais...

A Eacaso achards tu que podes discursar bem sobre as sucessdes de termos
reais, relegando estes para um capitulo passado e estanque, que ja
nada tem a ver com as nog¢des que constroéis sobre ele?

B Parece-me injusta essa observagdo — eu s6 usei propriedades triviais
dos ntimeros reais. . .

A Olha que néo!

B Nao?

A Nao!

B Da-me um exemplo!

A Na realidade ndo foram muitas — foi s6 uma! Mas sobre essa pode
escrever-se um livro inteiro.

B Ah! Nao é coisa de pormenor. .. Trata-se de algo essencial.
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A Claro! Nem de outra maneira se poderia justificar a minha atitude. Quis
que pensasses bem sobre o assunto para que visses qudo naturais e
subtis sdo por vezes os erros que cometemos. E tais erros sdo tanto
mais frequentes quanto sobre o tema mais pensdmos —noés julgamos,
entdo, a intuigdo infalivel e, sem darmos conta, ela falha num passo
“simples”, que pode ser fundamental.

B Foi isso que me aconteceu?
A Foi!
B Aonde?

A Recomega a tua demonstragdo de que as sucessdes de termos reais,
crescentes e majoradas sdo convergentes.

B O meu primeiro passo foi encontrar um candidato a limite. Por tua
sugestdo, pensei no conjunto dos majorantes da sucessdo e depois
escolhi o menor deles. ..

A Para!

B Aqui?

A Precisamente! Como provas que existe o menor dos majorantes?
B Mas. .. asugestdo foi tua.

A Foi s6 uma sugestao! Mas isso nao te dispensa de a demonstrares.

B Mas o limite tem de ser o menor dos majorantes! Disso ndo tenho a
menor davida. .. pelo menos intuitivamente. .. Ou serd que a minha
intui¢cdo me esta a enganar de tal forma que?. ..

A O problema ndo estd ai. Apenas pretendo que me justifiques que existe
o menor dos majorantes.

B Queres entdo que prove a proposi¢ao seguinte:

1. Sendo u uma sucessio crescente e majorada, existe o menor dos majorantes
de u.

A Ndo é o que pretendo. Por isso te disse que este problema é de grande
importancia tanto para o estudo das sucessdes como para o0 nosso

conhecimento dos ntiimeros reais.
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B Estou a ficar confundido. Se também ndo pretendes que eu prove (1). ..
entdo, ndo sei 0 que queres.

A Olha, vamos fazer aqui uma pausa.
B Ja?

A Sim, porque penso que é bom releres os pardgrafos 4 e 5 do capitulo dos
nuameros reais. Do primeiro, podes limitar-te a uma leitura rdpida,
mas dedica especial atengdo a proposigdo 4.2 — que afirma que,
entre dois reais distintos, existem infinitos nimeros irracionais — (e
também a proposigdo 3.2 do pardgrafo 3 — que afirma que, entre dois
reais distintos, existem infinitos ntimeros racionais). Do segundo faz
uma leitura cuidada.

o

A Fizeste o que te pedi?
B Fiz.
A E, em geral, o que é que tens para me dizer?

B No primeiro dos paragrafos que me pediste para reler, a introducado dos
numeros reais fica incompleta, porque os problemas levantados sdo
de tal ordem que se optou por escolher uma outra via para a sua in-
troducdo. Essa outra via, que consiste numa teoria axiomaética, ficou,
igualmente, incompleta, mas, do que li, parece-me que apenas lhe
falta um axioma para a podermos considerar terminada. Ora, esse
axioma, que exprimird uma propriedade verdadeira apenas para os
irracionais, serd introduzido neste nosso paragrafo. Conclui daqui e
da nossa conversa anterior, que esse axioma deve ser determinante
para a questdo (1) que me preocupava. Se isto for verdade, compre-
endo, entdo, que ndo me pudesses pedir uma demonstracao de ,
porque a teoria axiomadtica ainda faltava um axioma que presumo ser
decisivo na referida demonstragdo. Agora, o que diz o tal axioma é
que nao sei.

A Foi um bom resumo dos dois pardgrafos que te pedi para reler, e a
conclusdo a que chegaste estd certa. Nao te vou dizer o axioma que
falta, mas vou-te propor que me demonstres, utilizando apenas o
primeiro pardgrafo que releste, a seguinte proposicao:
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2. Existe uma sucessdo de termos racionais crescente e convergente para

V2.

Dou-te uma sugestdo: utiliza a proposigdo 3.2 do capitulo dos ntiime-
ros reais.

B Ora, essa proposicao diz-me que, entre dois reais distintos, existem
infinitos niimeros racionais. E é a custa deste resultado que queres
que eu prove (2))?

A Sim.

B Curiosamente, em vez de, dada uma sucessdo, me pedires que eu prove
que o seu limite é um determinado nimero real, o que pretendes,

agora, é que, dado um ntimero real, neste caso V2, eu encontre uma
sucessdo que convirja para ele. E ndo uma sucessao qualquer — ela
tem de ser crescente e de termos racionais.

A E esse o problema.

B Encontrar uma sucessdo que tenda para V2 é facil — basta tomar a

sucessdo constante i, = V2 para todo o n natural, mas esta, se bem
que crescente, ndo tem termos racionais. Vou, entdo, recorrer a defi-

nicio de limite usando vizinhancas de V2 com raios cada vez mais
pequenos e tendentes para zero, por exemplo, vizinhangas da forma

Vi( \/E) e escolher, em cada uma delas, um ntiimero racional r,,, 0 que
n

posso sempre fazer, uma vez que, no intervalo ] V2 - %, \/E[ existem
(proposigdo 3.2 do capitulo dos nlimeros reais) infinitos racionais.

Obtivemos, assim, uma sucessdo r, de nimeros racionais que se
prova, sem dificuldade, tender para V2.

v

| Y | |
\ J \ \ U

0 V2 ~1/n TnooN2 V2 +1/n
A E como garantes que a sucessao 1, € crescente?

B Repara que tive o cuidado de escolher 7, no intervalo ] V2 - 3 \/E[

A Mas isso ndo te garante que a sucessdo r, seja crescente. Considera a
seguinte figura:
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~
v

Supde que na Vi(V2) escolheste o ponto 7 e que na vizinhanca

V% ( \/E) a tua escolha foi o ponto r,. Como r; < 11, a tua sucessdo ndo
é crescente.

B Tens razdo. Mas, penso que isso se resolve sem dificuldade. Basta
escolher um racional r; no intervalo ] V2 - 1, V2 - %[, um racional r;,

no intervalo ] V2 - Y V2 - %[ e assim sucessivamente. Antes que me
digas que ainda ndo defini a sucessdo, acrescento (o que resolve o
problema) que, para cada n € IN, escolho um racional r, no intervalo

1 1
] \/E - El \/_ - m[.
A Acabaste de demonstrar . Diz-me, agora, se, em vez de \/E, a questao
fosse posta para 7, poderias dar-me imediatamente a resposta?

B Claro que posso. Na demonstragdo que fiz é irrelevante teres-me dado
V2, ou 11, ou mesmo qualquer ntiimero irracional. Se me tivesses dado
um racional 4, a prova até era trivial — bastava tomar a sucessdo r
constante, com todos os termos iguais a a.

A Concluis, assim, que, dado um qualquer ntmero irracional «a existe
sempre uma sucessdo crescente de nimeros racionais convergente
para a.

B Sim.

A Supde agora que, em vez de estarmos a estudar os ntimeros reais, es-
tdvamos, apenas, a fazer um estudo dos ntimeros racionais. Neste
novo quadro seria verdadeiro o Teorema das sucessdes mondétonas e
limitadas?

B Claro que nado! Se o nosso universo fosse o dos ntimeros racionais,
uma sucessdo crescente e majorada como aquela que encontrei e que

convergia para V2, nio teria limite.

A Assim, o enunciado do Teorema das sucessdes mondtonas e limitadas é
uma proposigao verdadeira no conjunto dos nimeros reais, mas falsa
no conjunto dos ntimeros racionais.
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Pergunto-te, agora: poderias ter demonstrado este teorema utili-
zando apenas os axiomas 1 a 14 do segundo pardgrafo que releste?

B Acho quendo. .. porque os axiomas 1 a 14 também sdo verdadeiros para

0s ntmeros racionais e, portanto, tudo o que se deduza deles tem,
igualmente, de ser verdadeiro para os nimeros racionais.

A Entio?...

B Entdo o qué?... Espera... parece-me que ja sei onde queres chegar.

S6 faltava um axioma a Teoria axiomética dos niimeros reais e esse
axioma devia ser uma propriedade dos ntimeros reais que fosse falsa
no quadro dos nimeros racionais... Assim, o axioma que faltava
bem podia ser o enunciado do Teorema das sucessdes monédtonas e
limitadas. .. ou, melhor, o Teorema

3. Toda a sucessdo de termos reais, crescente e majorada é convergente.

uma vez que a propriedade semelhante, relativa as sucessoes decres-
centes, se deve demonstrar, sem dificuldade, desta... E um caso a
considerar. . .

A ...

B Nao! Ndo me parece natural.

A Porque?!

B Nao sei se esta proposicdo é... desculpa a expressdo, suficientemente

potente para, a custa dela (e, evidentemente, dos outros axiomas)
demonstrar tudo o que pretendemos dos nimeros reais. Mas nao é
esta a minha objecc¢do, que nao é de natureza cientifica mas. . . vais-te
rir. .. estética.

A Nao me rio. Estou cada vez mais interessado no que me estds a dizer.

B Supde que admitias (3) como axioma. Antes de o fazeres tinhas que

definir sucessao, limite de uma sucessdo, sucessao crescente, sucessao
majorada e, s6 depois, é que podias introduzir como axioma.
Acresce a isto que, entretanto, ndo poderias demonstrar nada que
apenas fosse verdadeiro para os niimeros irracionais. Terias entdo
que voltar atrds e demonstrar o que te faltava. Nao achas o caminho
tortuoso? Nao achas que é desejavel numa teoria matematica, uma
certa fluéncia, uma certa elegancia na obtencdo dos resultados?
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A Estou plenamente de acordo contigo, embora, por vezes, o que é dese-
javel nem sempre seja possivel. Como sobre o aspecto cientifico ndo
me vou pronunciar, e, estando nds de acordo sobre a parte estética,
vejamos como podemos resolver a questdao dos nimeros reais, sem
recorrer as sucessdes, mas tendo em conta o que até agora fizemos.

Considera, de novo, a proposigao (3). O limite da tua sucessao cres-
cente e majorada é. ..

B E o menor dos majorantes.
A Designemos esse nimero por s e marquémo-lo na recta real:

0 N

v

Nota que esse niimero estabelece um corte na recta real. A direita
dele, ou seja, na semi-recta {x € R; x > s}, s6 estdo majorantes da
sucessdo e a esquerda de s, ou seja, na semi-recta {x € R; x < s},
ndo se encontra nenhum majorante da sucessdo. O ponto s, que
determina o corte, é o menor dos majorantes.

Ora, se em vez de uma sucessdo, eu te tivesse dado um conjunto
majorado. . .

B Espera... eu sei 0 que é uma sucessdo majorada. .. agora um conjunto
majorado?!. ..

A Estéds com atengdo e com espirito critico, o que me deixa satisfeito. Mas
estou certo de que és capaz de me dar uma boa defini¢do de conjunto
majorado.

B Essas tuas certezas?!... Bem...deixa-me ver... uma sucessdo diz-se
majorada se tiver um majorante e um majorante de uma sucessao é
um ndmero real que é maior ou igual a todos os termos da sucessao.
Assim. .. se A for um subconjunto de R e @ for um ndmero real, eu
vou dizer que @ é um majorante de A sse. .. sse « for maior ou igual
a todos os elementos de A.

A Muito bem! Formaliza.

B Sendo A um subconjunto de R, diz-se que a € R é um majorante de A
sse
Viea x=Za. (12)

84



Sucessoes

Um subconjunto A de R diz-se majorado sse tiver um majorante, ou
seja, A C R é majorado sse

EIOLE]RVXEA x<a.

Claro que, tal como acontecia com as sucessodes, se A for majorado, A
tem infinitos majorantes.

A Disseste “tal como acontecia com as sucessdes”, o que me leva a pensar
que consideras a no¢do de majorante de uma sucessdo, um caso
particular da nogdo de majorante de um subconjunto de R. E isso?

B Foi mais uma analogia do que outra coisa qualquer. Mas... vendo
bem... acho que tens razdo. Com efeito, um majorante de uma
sucessdo é, precisamente, um majorante do conjunto de termos da
sucessao.

A Recorda, agora, o que te disse sobre os cortes na recta real, e relembra
0 que necessitas para provar o Teorema das sucessdes crescentes
e majoradas. Serds capaz de encontrar uma proposi¢do, onde nao
intervenha a no¢do de sucessdo, que distinga os ntimeros reais dos
nameros racionais?

B Eu escolheria a proposicdo seguinte:

4. Para todo o subconjunto majorado de R, existe o menor dos majorantes.

A Excelente!

B E, entdo, este 0 axioma que faltava para completar a Teoria axiomatica
dos ntimeros reais?

A Nado disse tanto... estamos perto, mesmo muito perto, mas ndo nos
devemos apressar. Vou, antes, dar a seguinte defini¢do:

sendo A um subconjunto majorado de R, diz-se que s € R é o supremo de
A, e escreve-se s = sup A, sse s é 0 menor dos majorantes de A.

B Assim, a minha proposigao (4) pode ser escrita na forma

5. Todo o subconjunto majorado de R tem supremo.
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A E verdade, embora tenhas que ter cuidado com a palavra “tem”. Dizes
que todo o conjunto A C R tem supremo, no sentido em que existe
supremo, para todo o conjunto A C R majorado, e ndo no sentido
em que o supremo de A pertence a A. De uma forma imprecisa, o
significado de “tem” nesta frase, estéd relacionado com o de “existir”
e ndo com o de “pertencer”.

B Para mim isso é claro. Por exemplo, o conjunto A = {x € R; x < 2} tem
por conjunto dos majorantes o conjunto

xeR;, x> 2},

pelo que o menor dos majorantes é o nimero 2, que ndo pertence a
A. Digo que A tem supremo porque existe o0 menor dos majorantes
de A, mas com isso ndo quero dizer que o supremo pertenca a A.

A Apenas te fiz esta observacdo porque as proposic¢oes escritas em lingua-
gem ndo formalizada, ddo, por vezes, azo a diversas interpretagdes.
Nao foi o caso. Ainda bem.

Quero, agora, fazer-te uma pergunta, para esclarecermos, de uma
vez por todas, as relagdes que existem entre a proposigdo ea
proposicdo (B)), candidata a axioma dos ntimeros reais:

Por que razio, na proposicio (3), supdes que a sucessio é crescente uma
vez que, sendo majorada, jd garantiste a existéncia de supremo (ou seja, do
menor dos majorantes)?

B A resposta é facil. O facto de a sucessdo ser majorada garante-me,
efectivamente, a existéncia de supremo, que é um candidato a limite.
Mas, sem mais hip6teses sobre a sucessdo, eu ndo posso garantir que
ela seja convergente — basta considerar a sucessado u, definida por

Vien Uy = (=1)".

O conjunto de termos de u é

{_1/ 1}/

pelo que o menor dos seus majorantes é o nimero real 1. Ora 1 nédo
é limite de u, uma vez que u nem sequer é convergente.

A hipotese de crescimento, para além da de majoracgao, é que nos per-
mite provar a convergéncia da sucessdo. A proposigao (5), candidata
a axioma, como disseste, apenas nos da um candidato a limite.
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A Gostei da tua resposta. Vamos fazer, aqui, uma pausa. . .

B Agora? Nao me fagas isso! Disseste que estou muito perto de encontrar
o enunciado do ultimo axioma da Teoria dos nimeros reais... e,
depois, decides-te por uma pausa. Francamente! Pelo menos, dd-me
algo em que pensar. .. algo mais preciso do que estar perto de. ..

A Nem todo o subconjunto majorado de R tem supremo! H4 um, e apenas
um, que nao tem.

L/

B E perdi todo o meu tempo com o conjunto vazio!
A O conjunto vazio é um subconjunto de R.

B Pois. ..

A Diz-me o que descobriste sobre o conjunto vazio.
B Que ele é majorado!

A Como chegaste a essa conclusdo?

B Néao me foi facil, porque ndo me sinto a vontade quando penso no
conjunto vazio.

A Mas provaste que ele é majorado. Como?

B Depois de dito, tudo parece ser simples, mas levei muito tempo até
descobrir que qualquer nimero real é majorante do conjunto vazio.
Fiz a prova por reducdo ao absurdo: supde que a € Rndo é majorante
de @, entdo o nimero « tem de satisfazer a negagdo de , ou seja, a

dieg x>«

que é manifestamente falso, porque o conjunto vazio ndo tem ele-
mentos. Assim é falso que a € R ndo é majorante do vazio, donde se
conclui que a é majorante do conjunto vazio.

A O conjunto dos majorantes do conjunto vazio é entdo. . .

87



Grupo de Matematica da UTL

B R.
A Assim...

B O conjunto vazio é majorado e ndo tem supremo, porque nao existe o
menor dos ndmeros reais.

A Estés, agora, em condi¢do de enunciares o tltimo axioma da Teoria dos
numeros reais, ao qual damos o nome de Axioma do supremo.

B Penso que é a proposigao seguinte:

Axioma (do supremo). Todo o subconjunto de IR majorado e ndo vazio
tem supremo.

A E disseste tu que tinhas perdido muito tempo. . . em assuntos como este,
o tempo ndo se perde!

B Chegamos ao fim, ndo foi?

A Sim.

B Ainda bem! Posso dormir descansado.

A Vamos, entdo, dar por encerrada a conversa.

B Espera!...ainda te queria fazer algumas perguntas. ..
A Quais?

B Saovdrias. . . de uma forma geral, o que gostaria de ver era a resposta que
a teoria axiomaética da as questdes ndo resolvidas pela via geométrica.

Por exemplo, como se define V2, e e n? E, ja agora, por que nio
perguntar como se define Va (onde k € N e a € R*)?

Ha tantas perguntas que gostaria de fazer. ..
A Continua. ..

B Olha, por exemplo, as demonstracdes que fizemos sobre a boa distribui-
¢do na recta real dos ntimeros racionais e dos ntimeros irracionais e
de muitos outros ntimeros, foram feitas pela via geométrica. Como é
que essas proposi¢des se demonstram recorrendo a via axiomdtica?

A E ainda hd uma pergunta fundamental que nao fizeste!

B Qual?
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A Introduzimos axiomaticamente os nimeros reais. .. Nao foi?
B Sim.

A Portanto, s6 sabemos, dos ntimeros reais, o que nos dizem os simbolos
primitivos e os axiomas e o que dos primeiros se pode deduzir e dos
segundos se pode demonstrar

B Quem escolhe essa via, é assim que tem de pensar.

A Supde que a escolheste. Diz-me agora: como defines o conjunto IN dos
numeros naturais?

B O conjunto dos ntimeros naturais!?

A NN ndo é um simbolo primitivo, pois ndo?
B Nao...

A Entdo tens que o definir!

B Mas assim volto ao principio. ..

A Estas enganado. No principio s6 tinhamos intui¢des sobre os ntimeros e
uma representagdo geométrica que nunca foi fundamentada. Agora
temos uma Teoria axiomdtica dos niimeros reais.

B Sabes. .. estou-me a recordar de uma passagem que li no capitulo dos
nameros reais. . .

A Que era?
B Ja foi ha muito tempo. .. e ndo me lembro bem do que dizia. Mas era,

mais ou menos isto:

Temos duas escolhas para fundamentar os reais: uma consiste na funda-
mentagdo dos niimeros naturais, construindo-se os outros niimeros a custa
destes; a outra escolhe a fundamentagdo directa dos niimeros reais.

Nesta tlltima via os naturais tém, efectivamente, de ser definidos.

A E adefinicdo ndo é dificil, mas algumas (poucas) propriedades de IN tém
de ser demonstradas. Ora, essas propriedades intervém em muitas
das questdes que me puseste.

B Por que queres parar aqui?
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A Acho que é aqui que a nossa conversa deve terminar, porque

cada coisa, a seu tempo, tem seu tempoﬂ

2Primeiro verso de uma Ode de Ricardo Reis.
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