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Definigao Seja A = [a;;] € C"*". Definimos

n

k=1 k=1
k#i k#i
Teorema de Gerschgorin Se A = [q;] € C™",

entao os valores proprios de A pertencem a uniao dos

Zi={2€C:|z—ay| < R} (i=1,...,n).

Cada conjunto de k circulos disjuntos dos restantes
n — k circulos contém exactamente k£ valores proprios
de A (contando multiplicidades).



Exemplo Seja

4+ 24 1
A= 0 —2 4+
1 0

1
1
4 —

Temos Ry =2, Ry =1e Ry = 1.

c C3><3

Os valores proprios de A pertencem a uniao dos

Zy={2€C:|z—(—4+2)| <2},
Zo=42€C:|z—(—-2+4+1) <1},
Zy=4{2€C:|z—(4—2)| <1}.
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Exemplo Seja

44+ 2i 1 0
A= 0 —i 1 c 39,
i/3 i A+

Temos

Ri=1, Ry=1 R3=4/3
S1:1/3, S2:2, 53:1

As regioes dadas pelo Teorema de Gerschgorin para A
estao representadas a vermelho, e as regioes dadas pelo
Teorema de Gerschgorin para A? estao representadas

a amarelo.
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Definicao Seja A = [a;;] € C™". O grafo orientado
D(A) = (V,A) (onde V € o conjunto de vértices de
D(A) e A € a familia de arestas de D(A)) € definido

da sequinte forma:
o V={uv,...,0,} (comuwy,... v, distintos);

® (’Uﬁ’Uj) cA < aij#O.

Exemplo Seja

c C3><3
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Definicao Seja G = (V, A) um grafo orientado (onde
V' € o conjunto de vértices de G e A € a familia de
arestas de G ). Uma sequéncia de m arestas sucessiva-
mente adjacentes

(Uioavil)a (U’ilaviz)a R (Uim_lvvim)a

com m > 1, chama-se um circuito de comprimento m
se e SO se

o As arestas (v, Vi, )y..., (Vi ., v ) Sao distin-
tas;
o (s vértices vy, ...,v; Sao distintos, com a ex-

cepcao de que se tem de ter vy, = v; ..

O circuito (v, vy, ), ..., (v _,,v; ) denota-se por

/UIZ:O H L] L] L] H Ull:m .

Para indicar que o vértice v, pertence ao circuito 7,
escrevemos k € 7.

O conjunto de todos os circuitos de comprimento pelo
menos dois do grafo orientado G denota-se por Co((G).



Exemplo Os circuitos de

Sa0

— Uy,
— Us,
— Uz — Uy,
— U1 — Uz,

— U9 — V3.



Definicao Seja A € C""™. A matriz A diz-se fra-
camente irredutivel se e so se todo o vértice de D(A)
pertence a algum circuito de comprimento pelo menos

dois de D(A).

Exemplo Secja

c C3X3

I

|
—_— O
o O =
o = O

Os circuitos de comprimento pelo menos dois de D(A)
S0

U1 — Uy — U3z — Uy,
Vg — U3z — VU1 — Vg,

Vg — U1 — Uy — Usg.

A é fracamente irredutivel.



1.2 série de teoremas

Teorema 1 (de Gerschgorin) Se A = [a;;] € C™*",
entao os valores proprios de A pertencem a uniao dos

Zi={2€C:|z—ay| < R} (i=1,...,n).

Teorema 2 (de Brauer) Se A = [a;] € C™™ e

n > 2, entao os wvalores proprios de A pertencem a
uniao dos

Zii=4{2€C:|z—ay|lz —aj] < RiR;}
(1,7 =1,...,n; i j).

Teorema 3 Se A = [ay] € C™" € fracamente ir-
redutivel, entao os valores proprios de A pertencem a
uniao dos

Zv{zeC:Hzaii<HRi}

1€y 1€y

(v € Ca(D(A))).



Exemplo Seja

4 20 1/2
A= 12 =343 -2 | eC”.
1 1 —2i

Temos R1 =5/2, Ry =4 e Ry = 2.

Segundo o teorema 2 (de Brauer), os valores proprios
de A pertencem a uniao dos

Zl3 — Z31 — {Z e C: ‘Z — 4HZ — <—2’l>‘ S 5},




Exemplo Seja

[ —3—2i i
A= 0  3+2 3 c C™°.
2 0 —2+2

A é fracamente irredutivel.

Segundo o teorema 3, os valores proprios de A pertencem a
uniao dos

Z’U1 —UV2—U3—v1

{zeC:|z—(=3—-2)||z— B+ 2)||z — (—2+ 2¢)| <12},

Ly —vg—v; =
{z€C:lz—(=3—2)||z— (24 2i)| <4}
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Teorema 1 (de Gerschgorin)
Se A = |a;;] € C™*", entao os
valores proprios de A pertencem
a uniao dos

Z; =4{2€C:|z—ay| < R}
(t=1,...,n).

Teorema 2 (de Brauer) %
Se A = |a;] € C""™ en > 2, ;2
entao os valores proprios de A

pertencem a uniao dos

1R

{z e C: |2 —ayl||z —aj| < RiR;}

(1,5 =1,...,m; i # j). XY
Teorema 3

Se A = |a;;| € C™™ € fracamente
wrredutivel, entao os valores proprios
de A pertencem a unido dos

Ly =

{ZEC:HZQ¢¢<HR¢}

1€y 1€y

(v € C2(D(A))).



Teorema 1

(de Gerschgorin)

Seja

A=

=2+

0
17/10

2
2+ 21
0

7>

—21

Teorema 2
(de Brauer)

c C3><3

As regioes dadas pelo teorema 1 (de Gerschgorin) estao
representadas a vermelho, e as regioes dadas pelo teo-
rema 2 (de Brauer) estao representadas a amarelo.
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Teorema 1
ﬁ Teorema 3

(de Gerschgorin)

Seja
- —3+i 2 0
A= 0 0 1
1 0 1—7:

A é fracamente irredutivel.

c (C3><3

As regioes dadas pelo teorema 1 (de Gerschgorin) estao
representadas a vermelho, e as regioes dadas pelo teo-

rema J estao representadas a verde.

A
iR

VN
AR




Teorema 2
(de Brauer) # Teorema 3

Seja,
1+ 30 3 0
A= 0 —2—7 2 c C3*3,
2 0 2—2 |

A é fracamente irredutivel.

As regioes dadas pelo teorema 2 (de Brauer) estao re-
presentadas a amarelo, e as regioes dadas pelo teorema
3 estao representadas a verde.
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2.2 série de teoremas

Definicao A matriz A = |a;;] € CY" diz-se uma
matriz de diagonal dominante (por linhas) se e so se

‘CLm“>R¢ (z:l,,n)

Teorema A (de Lévy-Desplanques) Se A = |a;;] €
Cr=" ¢ uma matriz de diagonal dominante (por li-

nhas), entdo det A #£ 0.

Teorema B (de Brauer) Sejo A = |a;;] € C™"
commn > 2. Se

aii||aj;| > RiR; (t=1,...,n; i #J),

entao det A #£ 0.

Teorema C Seja A = [a;;] € C™" fracamente irre-
dutivel. Se

H ‘CLTL‘ > HRZ, \V/’}/ - CQ(D(A)),

1€y (IS’

entao det A # 0.



Teorema de

Gerschgorin Teorema de
Se A = [a;;] € C™", entao Lévy-Desplanques
0s valores proprios de A Se A € C"™™ ¢ uma

pertencem a uniao dos é matriz de diagonal
dominante (por

Zi = linhas), entao
{z€C: |z —ay| < R} det A £ 0.
(t=1,...,n).
A E (C’I?JX'I’L
de diagonal Vie{l,...,n},
dominante i

\am-\ > Rz

(por linhas) \U/

Bic{1,...,n}: ¢ Vie{l,...,n},

0 —ay| < R; 0 — a;| > Ry

bic{l,...,n}: " |
ey m— OggZz

Teorema de Gerschgorin — \U/

det A £ 0 é 0 nao é valor

proprio de A



Vg o » ]

1.2 série 2.2 série

Teorema 1 (de Gerschgorin) Teorema A

Se A = |a;;] € C™", entao os (de Lévy-
i -Desplanques)
valores proprios de A pertencem o A — o
a uniao dos @ A 2N <
€ uma matriz de
Zi={2€C:|z—ay| < R} d’éagomzl domz’na?te
(i=1 ) (por linhas), entao
T det A = 0.
Teorema 2 (de Brauer) Teorema B
Se A = [ay] € C™™ en 2, (de Brauer)

Seja A = [a;;] € CP*"
comn > 2. Se

>
entao os valores proprios de A

pertencem a uniao dos : :

Zy; = aiillag;| > RiR;
{z€C: |z —ayllz &JJ‘ > Iy J}
(ivj:lv“wn; Z#]) ent&odetA;éO.
Teorema 3 Teorema C
Se A = |a;;] € CY™ € fracamente Seja A = [ay] € C™"
wrredutivel, entao os valores proprios fracamente irredutivel.
de A pertencem a uniao dos Se

Ly = @ H ay;| > HRia
1€y ey
{zEC:HZCLn‘ <HRz} Vy € Co(D(A)),

1<y 1€y

(v € Co(D(A))). entdo det A £ 0.



3.9 série de teoremas

Teorema Sejam A = |a;;] € C™™ e p € [0,1] C R.
Os wvalores proprios de A pertencem a uniao dos

—{2€C:|z—ay| < RS "} (i=1,...

Teorema Sejam A = |a;;] € C™*™ ep € [0,1] C R.
Os wvalores proprios de A pertencem a uniao dos
Zijp ={2 € C: |2 — ayllz — aj| < RYS; PRSP}
(i,7=1,...,m; i # j).

Teorema Seja A = |a;;] € C™" uma matriz fraca-

mente irredutivel e p € [0,1] C R. Os valores préprios
de A pertencem a uniao do

Iy = {ZEC:gzan < (HR?Z) (HSSP)}

1€y 1e7y

(v € C2(D(A))).



Exemplo Seja

44+ 2i 1 0
A= 0 —i 1 c C39,
i/3 i 4+

Temos

Ri=1, Ro=1 R;=4/3,
S =1/3, Sy=2, Sy=1.

As regioes dadas pelo primeiro teorema da terceira
série estao representadas desde cinzento claro para p =
0 até preto para p = 1.
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4.2 série de teoremas

Teorema Sejam A = |a;;] € C"*™ ep € [0,1] C R.
Se
lag| > RPS; P (i=1,...,n),

entao det A # 0.

Teorema Sejam A = |a;;] € C™", n > 2 ep €
0,1] CR. Se

agillaj;] > RYS;PRES P (i,j=1,....m; i # ),

entao det A # 0.

Teorema Seja A = |a;;] € C™" uma matriz fraca-
mente irredutivel e p € [0,1] C R. Se

H\az‘i\ > (H Rf) (H Silp> , Vv € Co(D(A)),

1y 1y 1€y

entao det A # 0.



Exemplo Seja

2
A= 1| 1/4 e C*,
0

— DN
o O©

Temos

Ri=4, Ry=1/4, Ry=1,
Sy =1/4, Sy=4,  Sy=1.

O teorema A (de Lévy-Desplanques) nao se aplicada a
A porque |ai;| = 2 # Ry, e nio se aplica a A porque

‘G/QQ‘ — 2 } SQ.

Com p = 1/2, o primeiro teorema da quarta série
aplica-se a A porque

ai| =2>1=RS ™7 (i=1,2,3),

concluindo-se que det A # 0.



