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1. Simetria e grupos

Como formalizar a nocao de simetria’
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1. Simetria e grupos

Como formalizar a nocao de simetria’

Simetrias «—— Grupos
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Grupos

Um grupo ¢ um conjunto G com uma operacao de
multiplicacao

GxGE—3G
(91, 92) — 9192

que satisfaz:
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Grupos

Um grupo ¢ um conjunto G com uma operacao de
multiplicacao

GxGE—3G
(91, 92) — 9192

que satisfaz:

e Associatividade. Se ¢, ¢», g3 € G-

(9192)93 = 91(9293)'
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Grupos

Um grupo ¢ um conjunto G com uma operacao de
multiplicacao

GxGE—3G
(91, 92) — 9192

que satisfaz:

e Associatividade. Se ¢, ¢», g3 € G-
(9192)95 = 91(9293)-
e Identidade. Existe um elemento e € G

ge = eg = €.

Simetria e grupos
Simetria e grupdides

Simetria escondida
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Grupos

Simetria e grupos

Um grupo ¢ um conjunto G' com uma operacao de Simetria e grupdides
mu1t ].p llca(; ao Simetria escondida

GxGE—3G
(91, 92) — 9192

que satisfaz:

e Associatividade. Se ¢, ¢», g3 € G-
(9192)95 = 91(9293)-
e Identidade. Existe um elemento e € G

ge = eg = €.

e Inverso. Para todo o g € G existe g7 € G:
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Exemplo: grupo das isometrias de R”
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Exemplo: grupo das isometrias de R”

Sex = (x1,...,%,) ey = (Y, Yn):

n

d(z,y) = [|lz —yl| = Z(l’z — i)

i=1
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Simetria e grupos
Simetria e grupdides

Exemplo: grupo das isometrias de R”

Simetria escondida

Sex = (x1,..., %) ey = (Y, Yn)

n

d(z,y) = [|lz —yl| = Z(l’z — i)

i=1
o grupo Euclideano ¢ o conjunto:

E(n) ={¢:R" = R": d(¢(z), d(y)) = d(z,y), Vz,y € R"}
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Exemplo: grupo das isometrias de R"

Sex = (x1,..., %) ey = (Y, Yn)

n

d(z,y) = [|lz —yl| = Z(l’z — i)

i=1
o grupo Euclideano ¢ o conjunto:

E(n) ={¢:R" = R": d(¢(z), d(y)) = d(z,y), Vz,y € R"}

com multiplicacao a composicao de isometrias:

E(n)xE(n) — E(n)
(@1, ¢2) — d1 0 Pa.

Simetria e grupos
Simetria e grupdides

Simetria escondida
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Grupo das isometrias de R" (cont.)
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Grupo das isometrias de R" (cont.)

Toda a isometria ¢ : R” — R" é da forma:

o(xr) = Az + b,

onde b € R" e A é uma matriz ortogonal:

AAT = ATA=1T.
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Grupo das isometrias de R" (cont.) Simetria e grupdides

Simetria escondida

Toda a isometria ¢ : R” — R" é da forma:
o(xr) = Az + b,
onde b € R" e A é uma matriz ortogonal:
AAT = ATA=1T.

ISOMETRIA = TRANSFORMACAO ORTOGONAL +
TRANSLACAO
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Simetria e grupos

Grupo das isometrias de R" (cont.) Simetria e grupdides

Simetria escondida

Toda a isometria ¢ : R” — R" é da forma:
o(xr) = Az + b,
onde b € R" e A é uma matriz ortogonal:
AAT = ATA=1T.

ISOMETRIA = TRANSFORMACAO ORTOGONAL +
TRANSLACAO

Observacao:
Uma isometria préopria ¢ uma isometria que preserva
a orientacao < ¢(x) = Ax + b com det A = 1.
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O grupo Euclideano possui subgrupos familiares:
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O grupo Euclideano possui subgrupos familiares:
e O grupo das translacoes:

R" ={¢ € E(n) : ¢ é uma translagao}
~ {be R"}.
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O grupo Euclideano possui subgrupos familiares:
e O grupo das translacoes:

R" = {¢ € E(n) : ¢ ¢ uma translagao} ,
~ {be R"}.

e O grupo ortogonal:

O(n) ={¢ € E(n) : ¢ é uma transf. ortogonal} ,
~ {A: AA"=A"A=1}.

Simetria e grupos
Simetria e grupdides

Simetria escondida
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5 . . Simetria e grupos
O grupo Euclideano possui subgrupos familiares: Simetria e grupdides

~ Simetria escondida
e O grupo das translacoes:

R" = {¢ € E(n) : ¢ ¢ uma translagao} ,
~ {be R"}.

e O grupo ortogonal:

O(n) ={¢ € E(n) : ¢ é uma transf. ortogonal} ,
~ {A: AA"=A"A=1}.
e O grupo especial ortogonal (“rotacoes”):

SO(n) ={¢ € O(n) : ¢ é propria}
~ {A:AAT:ATA:], detAzl}.
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Simetrias



http://www.math.ist.utl.pt/~rfern

Simetrias

Se () C R", o grupo das simetrias de () ¢
Go={p € En): o) =0Q}.
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Simetrias IEiEiEEE

Se ) C R", o grupo das simetrias de () ¢

Simetria e grupos

Simetria e grupdides

GQ = {¢ E E(TL) . ¢(Q) = Q} . Simetria escondida

Por vezes, descreve-se apenas o grupo das simetrias
proprias

Go={p € En): Q) =Q, ¢épropria}.
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Simetrias IEiEiEEE

Se ) C R", o grupo das simetrias de () ¢ o

Simetria e grupdides

GQ = {¢ E E(TL) . ¢(Q) = Q} . Simetria escondida

Por vezes, descreve-se apenas o grupo das simetrias
proprias

Go={p € En): Q) =Q, ¢épropria}.

Principio Filoséfico:
Um objecto ¢ simétrico se possui muitas simetrias.
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Simetrias

Se ) C R", o grupo das simetrias de () ¢ o

Simetria e grupdides

GQ = {¢ E E(TL) . ¢(Q) = Q} . Simetria escondida

Por vezes, descreve-se apenas o grupo das simetrias
proprias

Go={p € En): Q) =Q, ¢épropria}.

Principio Filoséfico:
Um objecto ¢ simétrico se possui muitas simetrias.
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Simetrias MR

Se ) C R", o grupo das simetrias de () ¢ o

Simetria e grupdides

GQ = {¢ E E(TL) . ¢(Q) = Q} . Simetria escondida

Por vezes, descreve-se apenas o grupo das simetrias
proprias

Go={p € En): Q) =Q, ¢épropria}.

Principio Filoséfico:
Um objecto ¢ simétrico se possui muitas simetrias.
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Exemplo: Pavimentacao de R
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Exemplo: Pavimentacao de R?

() C R? a pavimentacao de R? por rectangulos 2 : 1:

Qual é o grupo das simetrias Gq?
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Exemplo: Pavimentacao de R? (cont.)
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Exemplo: Pavimentacao de R? (cont.)

O grupo Gy consiste em:
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Exemplo: Pavimentagao de R? (cont.)
O grupo Gy consiste em:

e Translacoes por elementos da rede A = 27 x Z:

(z,y) — (z,y) + (2n, m), n,m € Z.
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Simetria e grupos

Exemplo: Pavimentagao de R? (cont.)

Simetria e grupdides

O grupo GQ COI]_SISte em: Simetria escondida

e Translacoes por elementos da rede A = 27 x Z:
(z,y) — (z,y) + (2n, m), n,m € Z.
e Reflexdes pelos pontos de 1A = Z x 1Z:

(x7y>l_>(n_$7m/2_y)7 namEZ'
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Simetria e grupos

Exemplo: Pavimentagao de R? (cont.)

Simetria e grupdides

O grupo GQ COI]_SISt,e em: Simetria escondida

e Translacoes por elementos da rede A = 27 x Z:
(z,y) — (z,y) + (2n, m), n,m € Z.

e Reflexdes pelos pontos de 1A = Z x 1Z:
(x7y>l_>(n_$7m/2_y)7 namEZ'

e Reflexoes pelas bisectrizes horizontais e verticais:

(z,y) — (z,m/2 —y)

(z,5) — (n — z,y) n,m & 2.



http://www.math.ist.utl.pt/~rfern

Exemplo: Pavimentagao de R? (cont.)

O grupo Gy consiste em:

e Translacoes por elementos da rede A = 27 x Z:
(z,y) — (z,y) + (2n, m), n,m € Z.
e Reflexdes pelos pontos de 1A = Z x 1Z:

(x7y>l_>(n_$7m/2_y)7 namEZ'

e Reflexoes pelas bisectrizes horizontais e verticais:

(x,y) — (z,m/2 —y)
(z,y) — (n—z,y) n,m € Z.

A pavimentacao € muito simétrica!

Simetria e grupos
Simetria e grupdides

Simetria escondida
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Exercicio: Calcular o grupo das simetrias de
uma bola de futebol
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Simetrias mais gerais:
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Simetria e grupos

Simetrias mais gerais:

Para objectos no espaco tridimensional:

Simetrias «— F(3) actua em R?
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Simetrias mais gerais:
Para objectos no espaco tridimensional:

Simetrias «— F(3) actua em R?

Para outros objectos:

Simetrias «—— G actua em X
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Simetrias mais gerais:
Para objectos no espaco tridimensional:

Simetrias «— F(3) actua em R?

Para outros objectos:

Simetrias «—— G actua em X

e grupo de simetrias de uma equacao algébrica;
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Simetrias mais gerais:
Para objectos no espaco tridimensional:

Simetrias «— F(3) actua em R?

Para outros objectos:

Simetrias «—— G actua em X

e grupo de simetrias de uma equacao algébrica;

e grupo de simetrias de um sistema dinamico;

Simetria e grupos
Simetria e grupdides

Simetria escondida
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Simetria e grupos

Simetrias mais gerais: Simetria e grupides
Simetria escondida

Para objectos no espaco tridimensional:

Simetrias «— F(3) actua em R?

Para outros objectos:

Simetrias «—— G actua em X

e grupo de simetrias de uma equacao algébrica;
e grupo de simetrias de um sistema dinamico;

e grupo de simetrias de uma estrutura geométrica;
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Simetria e grupos

Simetrias mais gerais: Simetria e grupides
Simetria escondida

Para objectos no espaco tridimensional:

Simetrias «— F(3) actua em R?

Para outros objectos:

Simetrias «—— G actua em X

e grupo de simetrias de uma equacao algébrica;
e grupo de simetrias de um sistema dinamico;

e grupo de simetrias de uma estrutura geométrica;

Intimeras teorias com um sucesso tremendo!
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Simetria e grupos

Mas ...

Muitos objectos que reconhecemos como simétricos
admitem poucas ou nenhumas simetrias!
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Em vez da pavimentacao de R? tomemos um chao Simetria e grupos
duma casa-de-banho real:
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Em vez da pavimentacao de R?, tomemos um chao
duma casa-de-banho real:

O grupo das simetrias diminui drasticamente:
GB = ZQ X ZQ.

Agora temos apenas 4 elementos!
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Em vez da pavimentacao de R?, tomemos um chao
duma casa-de-banho real:

O grupo das simetrias diminui drasticamente:
GB = ZQ X Zg.

Agora temos apenas 4 elementos!

No entanto, ainda reconhecemos alguma repeticao. . .
...6 simétrico ou nao?

Simetria e grupos
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Na realidade, existem poucos grupos de simetrias:

Simetria e grupos
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Na realidade, existem poucos grupos de simetrias:

Teorema 1. Os possiveis grupos de simetrias

- SO ~
proprias de uma regiao limitada Q0 C R? sao: S—
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Na realidade, existem poucos grupos de simetrias:

Teorema 1. Os possiveis grupos de simetrias
proprias de uma regiao limitada Q0 C R? sao:

Simetria e grupos
Simetria e grupdides

e O grupo C, das rotacoes por 2= em torno de um

] n
€elxro.

Simetria escondida
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Na realidade, existem poucos grupos de simetrias:

Teorema 1. Os possiveis grupos de simetrias
proprias de uma regiao limitada Q0 C R? sao:

Simetria e grupos
Simetria e grupdides

e O grupo C, das rotacoes por 2= em torno de um

) n
€elxro.

Simetria escondida

e O grupo D, das simetrias de um poliedro reqular
com n-lados:
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Na realidade, existem poucos grupos de simetrias:

Teorema 1. Os possiveis grupos de simetrias
proprias de uma regiao limitada Q0 C R? sao:

Simetria e grupos

Simetria e grupdides

e O grupo C, das rotacoes por 2= em torno de um

] n
€elxro.

Simetria escondida

e O grupo D, das simetrias de um poliedro reqular
com n-lados:

e Os 3 grupos de simetrias dos solidos platonicos.
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Por exemplo, o grupo de simetrias da bola de futebol:
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Por exemplo, o grupo de simetrias da bola de futebol: PHEEE

¢ um subgrupo do grupo de simetrias do icosaedro:

(basta truncar os vértices do icosaedro).
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Simetria e grupdides

2. Simetria e grupoides

Para distinguir a bola de futebol de um icosaedro, para
descrever as simetrias de um chao real, e em muitos
outros problemas, precisamos de grupdides.
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Simetrias da pavimentagao 2 C R? (cont.):

Simetria e grupdides
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Simetrias da pavimentagao 2 C R? (cont.):

Go={(y,0,2) 2,y €R*, ¢ € Gy and y = ¢(z)}
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Simetrias da pavimentagao (2 C R* (cont.):

Go={(y,0,2) : 2,y €R* ¢ € Gg and y = ¢(x)} SR

com multiplicacao parcialmente definida:

(2,0, 9)(y, ¥, x) = (2,0 0 Y, ).
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Simetrias da pavimentagao (2 C R* (cont.):

Go={(y,0,2) 2,y €R*, ¢ € Gy and y = ¢(z)}

com multiplicacao parcialmente definida:

(2,0, 9)(y, ¥, z) = (2,90 Y, z).
Podemos ver cada g = (y, ¢, z) € G como uma seta:

g

P N

o [
) T
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Simetrias da pavimentagao (2 C R* (cont.):

Go={(y,0,2) 2,y €R*, ¢ € Gy and y = ¢(z)}

com multiplicacao parcialmente definida:

(2,0, 9)(y, ¥, x) = (2,0 0 Y, ).

Podemos ver cada g = (y, ¢, z) € G como uma seta:

g

P N

° °
Y x
Agora, temos:

e origem e destino das setas: s,t: G — R?:

s(y, ) =z,  t(y,0,7) =y.

Simetria e grupos

Simetria e grupdides

Simetria escondida
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Simetrias da pavimentagao (2 C R* (cont.):

Go={(y,¢,%) 2,y €R* ¢ € Go and y = ¢()} T

Simetria e grupos

com multiplicacao parcialmente definida: S s

Simetria escondida
(2,0, 9)(y, ¥, z) = (2,90 Y, z).

Podemos ver cada g = (y, ¢, z) € G como uma seta:

g

P N

° °
) x
Agora, temos:

e origem e destino das setas: s,t: G — R?:

s(y, ) =z,  t(y,0,7) =y.

o sctas identidades 1, = (x, 1, x):

se s
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Simetrias da pavimentagao (2 C R* (cont.):

Go = {(y,¢,7) : 2,y €R*,¢ € Ggand y = ¢(x)} ki

] . B ] ] Simetria e grupos
com multiplicacao parcialmente definida: S s
Simetria escondida
(2,0, 9)(y, ¥, z) = (2,9 0 Y, z).
Podemos ver cada g = (y, ¢, z) € G como uma seta:
g
P N
(] )
Y x

Agora, temos:

e origem e destino das setas: s,t: G — R?:

s(y, ) =z,  t(y,0,7) =y.

1a
e sctas identidades 1, = (x, I, x): ?
P

e sctas inversas g ' = (x, 01, y):  ye e

1
g
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Satisfazem propriedades analogas as de um grupo:

Simetria e grupdides
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Satisfazem propriedades analogas as de um grupo:

1. Multiplicagao: (g,h) — gh definida se s(g)
t(h);
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Satisfazem propriedades analogas as de um grupo:

1. Multiplicagao: (g, h) — gh definida se s(g)
t(h);

2. Associatividade: (gh)k = g(hk);
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Satisfazem propriedades analogas as de um grupo:

1. Multiplicagéo: (g, h) — gh definida se S(g) —
t(h);

2. Associatividade: (gh)k = g(hk);

3. Identidades: 1,9 = g = gl,, se t(g) = y e
s(g) = x;
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Simetria e grupos

Satisfazem propriedades analogas as de um grupo:

Simetria e grupdides

Simetria escondida

1. Multiplicagéo: (g, h) — gh definida se S(g) —
t(h);

2. Associatividade: (gh)k = g(hk);

3. Identidades: 1,9 = g = gl,, se t(g) = y e
s(g) = x;

4. Inversos: g 'lg=1,egg ' =1,
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Simetria e grupos

Satisfazem propriedades analogas as de um grupo:

Simetria e grupdides

Simetria escondida

1. Multiplicagéo: (g, h) — gh definida se S(g) —
t(h);

2. Associatividade: (gh)k = g(hk);

3. Identidades: 1,9 = g = gl,, se t(g) = y e
s(g) = x;

4. Inversos: g 'g=1,egqg ' =1,

Definicao 2. Um grupdide com base B ¢ um con-
junto G com aplicacoes s,t : G — B e uma multi-
plicacao satisfazendo 1-4.

grupoide < conjunto de setas
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Podemos restringir o grupdide Gog a B obtendo o SRR R
grupodide de simetrias do chao B C R*:

QBZ{(x,gb,y):x,yEB,quGQ andngb(y)}

Simetria e grupdides
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Podemos restringir o grupdide Go a B obtendo o R
grupodide de simetrias do chao B C R*:

QBZ{(JU,gb,y):x,yEB,gbGGQ andngb(y)}

Vejamos que o grupodide Gp captura a simetria exibida
pelo chao de uma casa-de-banho!
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Podemos restringir o grupdide Go a B obtendo o
grupodide de simetrias do chao B C R*:

gB:{<x7¢7y):$7y€Bv¢€GQ andngb(y)}

Vejamos que o grupodide Gp captura a simetria exibida
pelo chao de uma casa-de-banho!

Necessitamos de dois conceitos elementares:

Simetria e grupos

Simetria e grupdides

Simetria escondida
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Podemos restringir o grupdide Go a B obtendo o
grupodide de simetrias do chao B C R*:

gB={<x,gb,y):x,y€B,¢€GQ andngb(y)}

Vejamos que o grupodide Gp captura a simetria exibida
pelo chao de uma casa-de-banho!

Necessitamos de dois conceitos elementares:

e Dois elementos x,y € B pertencem a mesma
orbita de G se existe uma seta entre eles:

9

AT
[ ]

°
) x

Simetria e grupos

Simetria e grupdides

Simetria escondida
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Podemos restringir o grupdide Go a B obtendo o
grupodide de simetrias do chao B C R*:

QBZ{(x,gb,y):x,yGB,quGQ andngb(y)}

Vejamos que o grupodide Gp captura a simetria exibida
pelo chao de uma casa-de-banho!

Necessitamos de dois conceitos elementares:

e Dois elementos x,y € B pertencem a mesma
orbita de G se existe uma seta entre eles:

9

ST
[ ]

°
Yy x

e O grupo de isotropia de x € B é o conjunto
das setas g € G com destino e origem em x:

v Y

Simetria e grupos

Simetria e grupdides

Simetria escondida
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No grupdide de simetrias Gg do chao de casa-de-banho:
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Simetria e grupos
No grupoide de simetrias Gp do chao de casa-de-banho: Simetria e grupdides

e As orbitas consistem nos pontos que ocupam
posicoes similares nos azulhejos:
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No grupoide de simetrias Gp do chao de casa-de-banho:

Simetria escondida
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e As orbitas consistem nos pontos que ocupam
posicoes simi
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Simetria e grupos

No grupoide de simetrias Gp do chao de casa-de-banho: Simetria e grupdides

Simetria escondida

e As orbitas consistem nos pontos que ocupam
posicoes similares nos azulhejos:

—@ { Zo { Zmm { Smm { Zae { ol
|. .|. .|. .|. .|. .|
[ [ [ [ [ [ [ [ [ o
@ @ o @ 1@ @ @
|. .|. .|. .|. .|. .|
[ [ [ [ [ [ [ [ [ o
(= o @ o @ 1@ | S { =
|. .|. .|. .|. .|. .|
[ [ [ [ [ [ [ [ [ o
(. o @ o @ @ o @ { =
|. .|. .|. .|. .|. .|
[ [ [ [ [ [ [ [ [ o
@ @ @ @ | S { =
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Simetria e grupos

No grupoide de simetrias Gp do chao de casa-de-banho: Simetria e grupdides

Simetria escondida

e As orbitas consistem nos pontos que ocupam
posicoes similares nos azulhejos:

—@ { Zo { Zmm { Smm { Zae { ol
|. .|. .|. .|. .|. .|
[ [ [ [ [ [ [ [ [ o
@ @ o @ 1@ @ @
|. .|. .|. .|. .|. .|
[ [ [ [ [ [ [ [ [ o
(= 0o o @ 1@ | S { =
|. .|. .|. .|. .|. .|
[ [ [ [ [ [ [ [ [ o
(. o @ o @ @ o @ { =
|. .|. .|. .|. .|. .|
[ [ [ [ [ [ [ [ [ o
@ @ @ @ | S { =
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Simetria e grupos

No grupoide de simetrias Gp do chao de casa-de-banho: Simetria e grupdides

Simetria escondida

e As orbitas consistem nos pontos que ocupam
posicoes similares nos azulhejos:

[ 3 00 L 0o LA B L
|. .|. .|. .|. .|. .|
® ([ ] ([ ] ([ ] [ ] ([ ] [ ] ([ ] [ ] [
[ 2 L2 2 0@ 0o 00 L 2
|. .|. .|. .|. .|. .|
® ([ ] ([ ] ([ ] [ ] ([ ] [ ] ([ ] [ ] o
[ 2 L2 2 0o 00 o0 L 2
|. .|. .|. .|. .|. .|
® ([ ] ([ ] ([ ] [ ] ([ ] [ ] ([ ] [ ] o
[ 2 L2 2 0o L N L 2 2 L 2
|. .|. .|. .|. .|. .|
® ([ ] ([ ] ([ ] [ ] ([ ] [ ] ([ ] [ ] o
[ 2 L 2 2 L 2 2 0o 00 L 2
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No grupoide de simetrias Gp do chao de casa-de-banho:

e As orbitas consistem nos pontos que ocupam
posicoes similares nos azulhejos:

[ 3 00 L 0o LA B L
|. .|. .|. .|. .|. .|
® ([ ] ([ ] ([ ] [ ] ([ ] [ ] ([ ] [ ] [
[ 2 L2 2 0@ 0o 00 L 2
|. .|. .|. .|. .|. .|
® ([ ] ([ ] ([ ] [ ] ([ ] [ ] ([ ] [ ] o
[ 2 L2 2 0o 00 o0 L 2
|. .|. .|. .|. .|. .|
® ([ ] ([ ] ([ ] [ ] ([ ] [ ] ([ ] [ ] o
[ 2 L2 2 0o L N L 2 2 L 2
|. .|. .|. .|. .|. .|
® ([ ] ([ ] ([ ] [ ] ([ ] [ ] ([ ] [ ] o
[ 2 L 2 2 L 2 2 0o 00 L 2

Os pontos com sotropia nao-trivial pertencem a
(Z X %Z) N B. Para estes pontos, o grupo de
isotropia é:

G = Z2 X ZQ.

Simetria e grupos

Simetria e grupdides

Simetria escondida
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3. Simetria escondida

Por vezes, as simetrias (grupos, grupéides) associadas a
um objecto estao escondidas...



http://www.math.ist.utl.pt/~rfern
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X um espaco topologico

Grupo das simetrias de X:
Gx ={¢: X — X | ¢ é uma bijeccao continua}

Nao ¢ muito tutil, pois:
e £ um grupo muito grande;

e E dificil (impossivell) de se calcular;
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Simetria e grupos

Simetria e grupdides

Simetrias de um espaco

Simetria escondida
X um espaco topologico

Grupo das simetrias de X:
Gx ={¢: X — X | ¢ é uma bijeccao continua}

Nao é muito util, pois:
e £ um grupo muito grande;
e E dificil (impossivell) de se calcular;

Ha que procurar outras simetrias...
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Grupdide fundamental de um espacgo
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Grupodide fundamental de um espaco

Simetria e grupos

X um espaco topologico
Tomemos as curvas continuas v : [0,1] — X

Simetria e grupdides
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Grupodide fundamental de um espaco R R

Simetria e grupos

X um espaco topologico
y Simetria e grupdides
Tomemos as curvas continuas v : [0,1] — X T

Simetria escondida

[7] = classe de homotopia de v (e.g. [v0] =[] # [1])-

O grupodide fundamental de X é:

MX) ={0 | v:[0,1] = X}.
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O grupdide fundamental

X)) ={[][v:00,1] — X}

tem a seguinte estrutura:
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O grupdide fundamental

X)) ={[][v:00,1] — X}

tem a seguinte estrutura:

e Aplicagoes ortgem e destino:

s(y) =~(0),  t([v]) = ~(1);
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O grupoide fundamental £

X)) ={[¥] | v:[0,1] — X}

tem a seguinte estrutura:

e Aplicacoes origem e destino:
s((V]) =~(0), () = ~(D);

e produto é concatenacao de curvas:
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O grupoide fundamental

X)) ={[¥] | v:[0,1] — X}

tem a seguinte estrutura:

e Aplicacoes origem e destino:
s((V]) =~(0), () = ~(D);

e produto é concatenacao de curvas:

Simetria e grupos

Simetria e grupdides

Simetria escondida
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Para o grupoide fundamental

X)) ={h] [v:10,1] = X}
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Para o grupoide fundamental

X)) ={h] [v:10,1] = X}

temos:

e 1 orbita por cada componente conexa de X;
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Para o grupoide fundamental

X)) ={h] | v:[0,1] — X}
temos:

e 1 drbita por cada componente conexa de X;

e grupo de isotropia de x € X ¢ o grupo fundamen-
tal:

(X, z) = {[v] | v é um laco baseado em z} .

Simetria escondida
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Exemplo: movimento de um piao
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Exemplo: movimento de um piao
Piao que roda sem deslizar:

HNorte celeste

" Precesion

e O espaco de configuragoes ¢ SO(3).

e O grupoide fundamental T1(SO(3)) representa as
possiveis solucoes, a menos de deformacao.

Simetria e grupos

Simetria e grupdides

Simetria escondida
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Exemplo: movimento de um piao
Piao que roda sem deslizar:

HNorte celeste

" Precesion 7/
—_— e

e O espaco de configuragoes ¢ SO(3).

e O grupoide fundamental T1(SO(3)) representa as
possiveis solucoes, a menos de deformacao.

e Temos w(SO(3),x) = Zy = {+1, —1}.

Simetria e grupos

Simetria e grupdides

Home Page
Title Page
4 44 |
4 > |
Page 26 of 29
Go Back

Full Screen
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Close
ek |

Quit
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Exemplo: Teoria do controlo IR

X um espaco folheado:

Tomando apenas deformagoes de curvas nas folhas da
folheacao F, obtemos o grupoide de monodromia da
folheacao:

I(F)={[y] | v:[0,1] = L, L éfolha de F}.
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Exemplo: Teoria do controlo

X um espaco folheado:

Tomando apenas deformagoes de curvas nas folhas da
folheacao F, obtemos o grupoide de monodromia da
folheacao:

I(F)={[y] | v:[0,1] = L, L éfolha de F}.

e Orbitas sio as folhas de F ;

e Grupos de isotropia sao os grupos fundamentais das
folhas.

Simetria escondida
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Exemplo: Teoria do controlo (cont.)
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Exemplo: Teoria do controlo (cont.)

X = CONJUNTO DOS ESTADOS
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Exemplo: Teoria do controlo (cont.)

X = CONJUNTO DOS ESTADOS
ORBITAS = ESTADOS ACESSIVEIS



http://www.math.ist.utl.pt/~rfern

Simetria e grupos

Exemplo: Teoria do controlo (cont.)

Simetria e grupdides

Simetria escondida

X = CONJUNTO DOS ESTADOS

ORBITAS = ESTADOS ACESSIVEIS

Problema Tipico:(estabilidade)

Fixemos uma orbita Lg. Sera que Ly é estavel? i.e.,
serd que todas as orbitas proximas de Ly tem a mesma
forma de Lg?
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i Simetri
Exemplo: Teoria do controlo (cont.) —

Simetria e grupdides

Simetria escondida

X = CONJUNTO DOS ESTADOS
ORBITAS = ESTADOS ACESSIVEIS

Problema Tipico:(estabilidade)
Fixemos uma orbita Lg. Sera que Ly é estavel? i.e.,

serd que todas as orbitas proximas de Ly tem a mesma
forma de Lg?

Teorema 3 (Reeb). Se Ly € compacta e o seu grupo
fundamental € trivial, entao Ly € uma orbita estdvel.

Problemas deste tipo, estao entre os problemas mais
dificieis da topologia/geometria diferencial . . .
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Se quiseres compreender uma estrutura, um
objecto, etc., estuda primeiro as suas sitmetrias.

Hermann Weyl
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