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Triangulo pedal

Dado um triangulo ABC, considerem-se as projecGes ortogonais de
cada vértice no respetivo lado oposto. Unindo-as, obtemos um

tridngulo (que pode ser degenerado) que se designa o pedal de
ABC.










Angulos e lados do pedal

Sejam ABC um tridngulo de lados a, b, ¢ e angulos A, B, C e
designemos por A'B’C’ o pedal de ABC. Se ABC for acutangulo
temos:

a = acos(A) b" = bcos(B) ¢’ = ccos(C)
A = 180 —2A B’ =180 — 2B C' =180 —2C.

Caso A seja obtuso:

a = —acos(A) b’ = bcos(B) ¢’ = ccos(C)
A = 2A-180 B'=2B c'=2cC.

E férmulas analogas sdo validas caso B ou C sejam obtusos.
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Circunferéncia dos 9 pontos

O pedal de um triangulo ABC tem como circunferéncia
circunscrita a "circunferéncia dos 9 pontos", assim chamada por
conter 9 pontos especiais de ABC:

e 0s 3 pés das alturas;
e 0s 3 pontos médios dos lados;

e 0s 3 pontos médios dos segmentos que unem o ortocentro aos
vértices do tridangulo.
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Circunferéncia dos 9 pontos

O pedal de um triangulo ABC tem como circunferéncia
circunscrita a "circunferéncia dos 9 pontos", assim chamada por
conter 9 pontos especiais de ABC:

e 0s 3 pés das alturas;
e 0s 3 pontos médios dos lados;

e 0s 3 pontos médios dos segmentos que unem o ortocentro aos
vértices do tridangulo.

Esta circunferéncia é imagem da circunferéncia circunscrita

de ABC pela homotetia de centro no ortocentro de ABC e
x01

razdo ;.
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Caso o triangulo inicial ndo seja pré-degenerado, a sua sequéncia
pedal nunca termina. Como os triangulos ficam arbitrariamente
pequenos, deduzimos que ha convergéncia para um ponto do plano.
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Ponto limite

Considerando os vértices do triangulo ABC como inscritos na
circunferéncia de centro 0 e raio 1 (em C), é possivel encontrar
uma férmula para o ponto limite da sequéncia pedal.

Uma forma possivel de chegar ao ponto limite é através da
sequéncia dos circuncentros.
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Sejam:

Ao = exp(2miag) By = exp(2mify) Co = exp(2mivg), a0, 50,70 € R
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Sejam:

Ao = exp(2miag) Bo = exp(27mifo) Co = exp(27miv0), 0,50,7% € R

Hp = ortocentro de AgBy Gy
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Sejam:

Ao = exp(2miag) By = exp(2mify) Co = exp(2mivg), a0, 50,70 € R

Hp = ortocentro de AgBy Gy

Qo = circuncentro de AgBy Co

Ko = circunferéncia circunscrita de AgBy (o

A1BiC, o pedal de AyByCo.
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A homotetia de centro Hp e razdo 2 envia Kj (circunferéncia
circunscrita do pedal) em Kj, e portanto envia o pedal num
tridangulo semelhante A; By C; inscrito em Kjp.
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Hp e Qo satisfazem a seguinte relac3o:
Ho — Qo = (Ao — Qo) + (Bo — Qo) + (Co — Qo)

pois a composta das translacdes segundo os vetores

RoAo, Qo By, Qo Cp envia as mediatrizes dos lados do tridngulo nas
suas alturas e portanto envia Qp em Hy.
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Hp e Qo satisfazem a seguinte relac3o:

Ho — Qo = (Ao — Qo) + (Bo — Qo) + (Co — Qo)

pois a composta das translacdes segundo os vetores

RoAo, Qo By, Qo Cp envia as mediatrizes dos lados do tridngulo nas

suas alturas e portanto envia Qp em Hy.

Como estamos a supor @y = 0, daqui vem:

Ho = exp(2miag) + exp(2mifo) + exp(27ivo)
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Como @ é o ponto médio do segmento de extremos Hp e Qp,

temos: o
Q1 — Q = %

e entdo:

QL = %(exp(27riozo) + exp(27ifo) + exp(2mino))
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Como @ é o ponto médio do segmento de extremos Hp e Qp,

temos:
Ho — Qo

Q1 — Q = >

e entdo:

QL = %(exp(27riozo) + exp(27ifo) + exp(2mino))

Em geral, para o n-ésimo termo da sequéncia pedal, temos:

Hn_ Qn: (A;_ Qn)‘i‘(B;_ Qn)+(C:1_ Q”)

1

= g((An ~ Qo)+ (Bn — Qo) + (Co — Q)

1
= s ( exp(2mia,) + exp(2mif,) + exp(27ri'y,,))
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Qn+1 - Qn

1
2

2n+1

,(Hn

— @n)

(exp(2micey) + exp(2mi3y) + exp(2mwivy,))
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Qn+1 - Qn = %(Hn - Qn)

>nFT (exp(2micey) + exp(2mi3y) + exp(2mwivy,))

Finalmente, o ponto limite é dado por:

N—1
lim Qv = lim (Z(Qn+1— Qn))

NeNy NeN =0

= Z(Qn+1 -
n=0
<1

_ Z oo (exp(2miaen) + exp(2miB,) + exp(2mivy,))
n=0
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Determinacao de «,,

E possivel escrever a,, 3, v €m funcdo dos paradmetros iniciais
o, B0, Yo de modo a obter uma férmula do ponto limite que
dependa explicitamente destes.
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Pretende-se encontrar ay, 51,71 tais que: Ay = exp(2miay),
By = exp(2mif1), C1 = exp(2mivy1). Para tal, note-se que ApA; é
ortogonal a By(y e portanto os argumentos dos pontos médios

tém uma diferenca de /2.
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Ou seja:

de onde resulta: a3 =1/2 — ap + Bo + Yo
De forma anéloga, obtém-se:
Br1=1/2—fo+ a0+ 0

N1 =1/2=—y+a+ 5

Tem-se ent3o:

com

ak:(ak,ﬂk,'yk)t,A: 1 -1 1], b:(1/2,1/2,1/2)t
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Como Ab = b, tem-se:

ap=A"ag+ nb
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Como Ab = b, tem-se:
ap=A"ag+ nb
Além disso, A é simétrica, logo diagonalizavel:

A= UDU!



Como Ab = b, tem-se:
ap=A"ag+ nb

Além disso, A é simétrica, logo diagonalizavel:

A= UDU™?
com
1 0 0 1 11 1
D=0 2 o|,U=|1 -1 1|, Uut=%]2 -1 -1
0 0 -2 0 -1 1 1 -2
Portanto
2= 1= (=2 1 (=)
AT=UD"UTE =211 (2" 142(=2)" 1-(-2)
1—(=2)" 1—(=2)" 1+2(-2)"
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Consequentemente:

ap = 3

O que implica que:

exp(2mia,) = (—1)" exp (27r

ag + Bo + Y0

+(=2)

I

3

n200 — Bo — 70

.o+ Bo + 70

3 +

)eso (2mit-2y

n

2

2a0 — Bo — Y0

3

)
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Consequentemente:

ap + po +
_a+ 5 0 | (_g)

200 — Bn —
o, 4 n200=Bo=  n

3 2

O que implica que:

exp(2mian) = (~1)" exp (2«,-““@0”0) exp (zm(—z)"W)

As estimativas de 3, e 7y, seguem férmulas de recorréncia anélogas.

Fica entdo provado o seguinte resultado:
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Férmula do ponto limite: Teorema de Manning

Se os vértices do tridngulo original sdo os pontos em C dados por
A = exp(2mic) B = exp(2mip) C = exp(2miv)

entdo o ponto limite é imagem da funcio

L:R*—C
tal que
ﬁ(()[,ﬁ,’}/) — (_1)n ( . 205_6_7
= - exp | 2mi (—2)" )
exp (2%/%) ,,2::0 2 3
+ exp <2m (=2)" - +§6 — 7)
—a—B+2
+ exp (2771 (—2)" a 35+ 7)}

29



Observacoes

1
O |£(a7 ﬁaﬁy)‘ < 32?;0 2n+1
= L converge uniformemente para uma funcao continua,
pelo teste M de Weierstrass.
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Observacoes

1
O |£(a7 ﬁaﬁy)‘ < 32?;0 2n+1
= L converge uniformemente para uma funcao continua,
pelo teste M de Weierstrass.

e L é simétrica em relacdo as 3 variaveis a, 3,7y
= O ponto limite ndo depende da ordenacdo dos vértices.

o L(a+0,8+0,7+0)=exp(2mif)L(a, B,7)
Rotacdo do tridngulo = Rotacdo do ponto limite

30



Observacoes

1
|£(a7 ﬁa /7)‘ < 3 Znoio on+1
= L converge uniformemente para uma funcao continua,

pelo teste M de Weierstrass.
e L é simétrica em relacdo as 3 variaveis a, 3,7y
= O ponto limite ndo depende da ordenacdo dos vértices.
L(a+6,8+0,v+0)=exp(2mi0)L(c,,7)
Rotacdo do tridngulo = Rotacdo do ponto limite

E(—Oé, _Bv —7) = E(Ox, Bv ’Y)

Reflexdo do triangulo = Reflexdo do ponto limite
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Curvas

Fixemos By e Yo e facamos variar («, 5o, o) no dominio da

aplicacdo L.

Ou seja, consideremos um tridngulo e facamos variar um dos seus
vértices sobre a sua circunferéncia circunscrita.

A curva tracada pelo ponto limite pode entao parametrizar-se por:

E( fo ”,’0)2 [O 1] — C

a — L(a, Bo,Y0)-
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./video1.mov
./video1.mov
./video1.mov
./video1.mov

Observacoes

O £(07 /807 ’)/0) = ﬁ(la 507 70)
= Todas as curvas sao fechadas

32


./video2.mov
./video2.mov
./video2.mov

Observacoes

O £(07 /807 ’)/0) = ﬁ(lv 507 70)
= Todas as curvas sao fechadas

e O formato da curva depende apenas do tamanho da corda
By Co.

Uma forma de descrever a familia de todas as curvas (sem
repeticdo) é:

(£(10.1],0,70))

(Fixa-se By em 1 e Cy percorre a metade superior da

?06[0.%]

circunferéncia)
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./video2.mov
./video2.mov
./video2.mov

Curvas simples - ponto

Quando By e Gy coincidem (9 = 0), o tridngulo degenera num
segmento e o seu "pedal" reduz-se ao ponto By = (.
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E possivel ver esse comportamento através da férmula:

s 5[ (o
+ O (M ya)]

34



E possivel ver esse comportamento através da férmula:

£Lo00) i[ S o (5 (-2"a)

exp (zg” a) 0

+ _2:’[1),7 exp <_27Ti(—2)”a>}

(—27ri >
= exp 3

3

—~
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E possivel ver esse comportamento através da férmula:

£Lo00) i[ S o (5 (-2"a)

exp (zg” a) 0

+ _2:’[1),7 exp <_27Ti(—2)”a>}

(—27ri >
= exp 3

= L(a,0,0) =1, Vae€][0,1]

3

—~
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Curvas simples - circunferéncia

Se By e Cp forem diametralmente opostos (yo = 1/2), o tridngulo
AByCy é retangulo em A (quando é n3o degenerado). Primeiro
colapsa na altura relativamente ao vértice A e de seguida no
vértice A.

AR,

Portanto, o ponto limite coincide sempre com o ponto A.
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Curva simples - segmento de reta

Quando a corda By(p subtende um arco de amplitude /2

(v0 = 1/4) o pedal do tridngulo é retdngulo — porque o dngulo em
A ou tem amplitude /4 ou 37/4 e em ambos os casos o pedal
tem um angulo de /2 — com o angulo reto na reta que contém a
corda.

Portanto o ponto limite (que coincide com o vértice do angulo
reto) estd sempre sobre esta reta.
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O traco da curva é obtido fazendo a projecao ortogonal de todos
os pontos da circunferéncia na reta que contém a corda, pelo que
0 segmento tem comprimento igual ao didametro da circunferéncia
(=2). 39






Eixo de simetria - corda B, (,

Embora a reflexdo do ponto mével no didmetro da circunferéncia
dé origem a tridngulos com aspeto distinto, acontece que os

respetivos pedais sdo simétricos em relacao a corda By (.

°
& A
H
|
'
By ' .
o d o
'
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De facto, os pedais sdo simétricos em relacdo a alguma reta
horizontal. Como tém um vértice em comum na reta que contém a
corda, é este o eixo de simetria.
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Eixo de simetria - mediatriz da corda B,

Reflexdo do ponto A = Reflexdo do tridangulo = Reflexdo do
ponto limite 43



Estrutura da curva

Cada curva pode ser dividida em trés partes: a seccao do meio e as
das extremidades, havendo sempre auto-intersecdes nos pontos By
(S C().
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Diferenciabilidade da Curva - Teorema 2 de Manning

Fazendo as seguintes mudancas de variavel:
b=a—-9y c=p —«a

é possivel provar que, se

3p

dpeN, 3ge N: b+c:r:§

sendo esta uma fracdo irredutivel, entdo a curva obtida é

diferenciavel.
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Vejamos porqué:

L(c, Bo, Y0)

exp <2ﬂi7a+5§+%)

>

n=0

(=1)"

2n+1

a7 G

)

—2r+c¢
3

exp (271/(—2)”

)]

r—2c
3

)

49



Vejamos porqué:

;C(Oé, /80’ ’YO)

exp (2ﬂi%)

exp (271/(—2)” ! 32C>

+ exp (271/(—2)” rt C)

3

+ exp <27ri(—2)” —2r3—|—c)] .

n>q= (_3) r=(-1)"2""9peZ

Pelo que, a partir do g-ésimo termo da série, temos a seguinte

simplificacdo:
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o0 _1\n+1 c _1\n
> l—( 221 exp (2m‘(—2)”+1 3) + & 21n) exp (27ri(—2)"
n=q

= (=1) exp <27ri(—2)q ;)

Portanto, nestas condicbes L(-, 5p,70) é uma soma finita de

funcdes diferenciaveis na variavel ¢ = 5y — «

= A curva é diferenciavel.
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3132
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15/32
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p
Outros exemplos com r = 79

)

p,q €N
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116
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776
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7132
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Sequéncias degeneradas e diferenciabilidade da curva

Seja A o angulo do vértice mével e A’ o angulo do vértice
correspondente do pedal. Tem-se:

™ —2A se o tridngulo for acutangulo
A'=<{2A—7n se A for obtuso

2A se outro angulo for obtuso

Pelo que
A =42A mod 7
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Sequéncias degeneradas e diferenciabilidade da curva

Seja A o angulo do vértice mével e A’ o angulo do vértice
correspondente do pedal. Tem-se:

™ —2A se o tridngulo for acutangulo
A'=<{2A—7n se A for obtuso

2A se outro angulo for obtuso

Pelo que
A =42A mod 7

Para o n—ésimo pedal tem-se ent3o:

A = 42"A mod 7
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E, portanto,

Al —

s

2

S A=

p
2n+1

——, para algum p € 2N — 1
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E, portanto,

(m_T p _
A —2<:>A ol para algum p € 2N — 1

Ou seja, se A for da forma escrita acima, o n-ésimo pedal é
retdngulo em A e portanto a (n + 1)-ésima iteracdo é um
segmento, colapsando de seguida no ponto limite.

Dito de outra forma, se b+ c (= A/moul—A/m) =p/29 o
ponto limite é atingido apés um ndmero finito de iteragdes (no
méaximo g + 1) da sequéncia pedal, para todas as posicdes do
ponto A na circunferéncia.
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E, portanto,

(m_T p _
A —2<:>A ol para algum p € 2N — 1

Ou seja, se A for da forma escrita acima, o n-ésimo pedal é
retdngulo em A e portanto a (n + 1)-ésima iteracdo é um
segmento, colapsando de seguida no ponto limite.

Dito de outra forma, se b+ c (= A/moul—A/m) =p/29 o
ponto limite é atingido apés um ndmero finito de iteragdes (no
méaximo g + 1) da sequéncia pedal, para todas as posicdes do
ponto A na circunferéncia.

Conjetura: E possivel dispensar o fator 3 do resultado de
Manning.
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Extensao do Teorema 2 de Manning

Seja agora r = 2—pq com p € N.

Tem-se:

_o\n
nzqi( 3) r:?,paraalgummneZ

Existe um dnico y, € {0, 1,2} tal que m, =y, mod 3.
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Seja agora r = 2—pq com p € N.

Tem-se:

_o)n
an:>( 3) r:?, para algum m, € Z
Existe um dnico y, € {0, 1,2} tal que m, =y, mod 3.
Mais,
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Pelo que y, é o mesmo (= y), para todo o n > gq.
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Extensao do Teorema 2 de Manning

Seja agora r = 2—pq com p € N.

Tem-se:

_o\n
nzqi(;r:rgn,paraalgumm,,eZ

Existe um dnico y, € {0, 1,2} tal que m, =y, mod 3.
Mais,
Mpy1 = (—2)mp =1m, =y, mod 3.

Pelo que y, é o mesmo (= y), para todo o n > gq.

n>q = exp (27ri(_§) r) = exp (271'/")3/)

E(Oé, BO? ’YO)

exp (27ri %)
reescreve: 62

Ent3o:

Pelo que a soma de a partirde n = g se



0o —1)n
Z (2n+)1

+exp (27ri(—2)

+ exp (27ri (—2)

a PG
3

n—2r+c

exp (27ri(—2)”

)

r—2c

)

)
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Mais uma vez, a série é afinal uma soma finita e portanto a curva
é diferenciavel.

Nota: Se p € 3N, recupera-se o resultado de Manning com y = 0.
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