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Medidas e σ-algebras

Definição: (σ-algebra)

Dizemos que M é uma σ-algebra se é uma colecção de conjuntos fechada
para uniões contáveis e complementares.

Definição: (medida)

Se M é σ-algebra, dizemos que µ :M→ R é medida se:
(i){An} conjuntos dijuntos, então µ(∪An) =

∑
n µ(An)

(ii)µ(∅) = 0

Chamamos B(X ) a σ-algebra gerada pelos abertos de X .
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Medidas exteriores

Definição: (medida exterior)

Dizemos que µ : P(X )→ R é medida exterior se:
(i) µ(A) ≤ µ(B) se A ⊂ B
(ii) µ(∪nAn) ≤

∑
n µ(An)

(iii) µ(∅) = 0

Teorema: (Carathéodory)

Se M é σ-álgebra e µ é medida exterior então o conjunto:

{E ∈M : µ(E ∩ F ) + µ(F − E ) = µ(F ) para todo o F ∈M}

é σ-álgebra e µ é uma medida restrita a essa σ-álgebra
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Medidas exteriores

Se (X , d) for espaço métrico, podemos considerar medidas exteriores com
a seguinte propriedade, se d(E ,F ) > 0 então:

µ(E ∪ F ) = µ(E ) + µ(F )

Isto é uma forma de relacionar medidas com a topologia de X , e como tal
estas medidas também geram uma σ-álgebra gerada pela topologia:

Teorema:

Se µ é medida exterior com a propriedade acima, então esta é uma medida
de Borel

Dem: Sabemos que o conjunto
{E ∈ B(X ) : µ(E ∩ F ) + µ(F − E ) = µ(F ) para todo o F ∈ B(X )} é
σ-álgebra e que µ é medida bem definida nesta σ-álgebra. Se mostrarmos
que os conjuntos fechados estão nesta σ-álgebra, então sabemos que tem
de ser igual a B(X ).
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Medidas exteriores

Queremos então mostrar que se B ∈ B(X ) e F é um fechado, então
µ(B ∩ F ) + µ(B − F ) ≤ µ(B) por isso assumimos µ(B) <∞

Consideramos os conjuntos Kn =
{x ∈ B − F : 1

n ≤ d(x ,F ) < 1
n+1} e

notamos que {K2n}n∈[N] estão todos
a distância finita uns dos outros.
Usando a propriedade da medida
obtemos

∑N
n=1 µ(K2n) =

µ(∪n∈[N]K2n) ≤ µ(B). Como µ(B) é
finito

∑
n µ(K2n) <∞. Este mesmo

argumento se aplica aos impares,
pelo que

∑
n µ(Kn) <∞
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Medidas exteriores

Considerando o conjunto An = {x ∈ B − F : d(x ,F ) > 1
n} este está a

distância finita de F , pelo que
µ(An) + µ(F ∩ B) = µ(An ∪ (F ∩ B)) ≤ µ(B)

Por outro lado
µ(B − F ) + µ(F ∩ B) ≤
µ((B−F )−An)+µ(An)+µ(F ∩B) ≤
µ((B − F )− An) + µ(B) como
µ((B − F )− An) ≤

∑∞
j=n µ(Kj)

majorado pela cauda de uma serie
finita, µ((B − F )− An)→ 0 pelo
que µ(B ∩ F ) + µ(F ∩ B) ≤ µ(B)
concluindo a prova.
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Teorema de Riesz

Teorema:

Se X é espaço de Hilbert e T funcional cont́ınuo, então existe y ∈ X tal
que T (x) =< y , x >

L2(X , λ) que são as funções tais que
∫
f 2dλ <∞ é um espaço de Hilbert

com o produto interno < f , g >=
∫
fgdλ. Isto deve-se à desigualdade de

Hölder < f , g >≤ ||f ||L2(X ,λ)||g ||L2(X ,λ).

Corolário:

Se T : X → R funcional cont́ınuo em L2(X , λ) então existe g ∈ L2(X , λ)
tal que T (f ) =

∫
fgdλ
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Medidas de Radon

Definição:

Dizemos que uma medida de Borel (µ,B(X )) é uma medida de Radon se:
(i)µ é finito em conjuntos compactos,
(ii)µ(E ) = inf{µ(U) : E ⊂ U, U aberto} para E Borel.
(iii)µ(U) = sup{µ(K ) : K ⊂ U, K compacto} para U aberto

Se X for um espaço métrico separável localmente compacto, então é
σ-compacto, pelo que se µ for uma medida finita em compactos então µ é
σ-finito.

Teorema:

Se µ uma medida de Borel, então:
µ(E ) = sup{µ(K ) : K ⊂ E , K compacto} se µ for σ-finito
e
µ(E ) = inf{µ(U) : E ⊂ U, U aberto} se X = ∪Un abertos e µ(Un) <∞
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Teorema de Riesz

Se (X , d) for espaço métrico, consideramos C0(X ) o completado na norma
uniforme de Cc(X ) que são as funções cont́ınuas com suporte compacto.
O teorema de Riesz caracteriza os funcionais cont́ınuos deste espaço.

Teorema:

Se T : C0(X )→ R é funcional cont́ınuo então existe medida de Radon
única µ tal que T (g) =

∫
X gdµ e

||T || = sup{T (g) : ||g ||∞ ≤ 1} = |µ|(X ), ou seja o dual de C0(X ) é
isomorfo às medidas de Radon.
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Teorema de Riesz

Figure: lion!!
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Teorema de Riesz

Dem: Se T funcional, consideramos
λ(A) = sup{T (u) : u ∈ Cc(X ), 0 ≤ u ≤ 1, supp(u) ⊂ A} se A aberto e
λ(E ) = inf{λ(A) : E ⊂ A, A aberto} para E arbitrário. Queremos
mostrar que esta medida é uma medida de Radon. Para tal mostramos
que λ é uma medida exterior com a propriedade de distância anterior, o
que mostra que é uma medida nos Boreis. Para começar mostramos que
se λ satisfizer as propriedades:
(i) λ(∪nAn) ≤

∑
n λ(An)

(ii) Se d(A,B) > 0 então λ(A ∪ B) = λ(A) + λ(B)
para os abertos, então satisfará para todos os conjuntos no geral. Se
{En}n∈N forem conjuntos arbirários, consideramos abertos {An}n∈N tal
que En ⊂ An e λ(An)− λ(En) ≤ εn como tal
λ(∪nEn) ≤ λ(∪nAn) ≤

∑
n λ(An) ≤

∑
n λ(En) + εn e como para todo o

ε > 0 é posśıvel escolher εn tal que
∑

n εn ≤ ε conclui-se a subaditividade.
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Teorema de Riesz

A outra propriedade prova-se de
forma semelhante. Se E ,F tais que
d(E ,F ) = α > 0 é posśıvel criar
abertos A,B tais que E ⊂ A e F ⊂ B
e d(A,B) > 0 (A = ∪x∈AB(x , α3 ),
B = ∪x∈BB(x , α3 )).
Aproximando E e F por outros
abertos A′ e B ′ que aproximem a
medida λ de E e F e intersetando
com os anteriores, aproximamos a
medida e estes são dijuntos. Ao usar
a propriedade da distância de λ a
estes abertos com a aproximação
conclúımos que
λ(E ∪ F ) = λ(E ) + λ(F )
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Teorema de Riesz

Se A aberto λ(A) = sup{T (u) : u ∈ Cc(A), 0 ≤ u ≤ 1}
Queremos agora mostrar que a medida λ é subaditiva e satisfaz a
propriedade da distância nos abertos. Para a subaditividade usamos
partições de unidade de X que assumimos espaço métrico com base
contável. Consideramos {An}n abertos. Consideramos u ∈ Cc(∪nAn) e
0 ≤ u ≤ 1, para além disso consideramos partição de unidade {ρn}n
subordinada a {An}n, (suppρn ⊂ An é de notar que como u tem suporte
compacto então ρnu também terá, nomeadamente como o suporte de u é
compacto podemos só considerar um número finito de ρn) então:

T (u) = T (
∑
n

ρnu) =
∑
n

T (ρnu) ≤
∑
n

λ(An)

Tomando o supremo obtemos a subaditividade.
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Teorema de Riesz

Agora que sabemos que λ é medida
de Radon queremos mostrar que
|T (u)| ≤

∫
2|u|dλ. Para tal

mostramos para funções u tais que
≤ u ≤ 1. Dada uma função u e um
natural n tomamos os conjuntos
Kh = {x ∈ X : h

n ≤ u(x) ≤ h+1
n } e

criamos as funções:
uh(x) =
u(x)− h

n if x ∈ Kh

0 if x ∈ u−1(]−∞, hn ])
1
n if x ∈ u−1([h+1

n ,+∞[)

Agora que sabemos que λ é medida de Radon queremos mostrar que
|T (u)| ≤

∫
2|u|dλ. Para tal mostramos para funções u tais que

0 ≤ u ≤ 1. Dada uma função u e um natural n tomamos os conjuntos
Kh = {x ∈ X : h

n ≤ u(x) ≤ h+1
n } e criamos as funções:

uh(x) =


u(x)− h

n if x ∈ Kh

0 if x ∈ u−1(]−∞, hn ])
1
n if x ∈ u−1([h+1

n ,+∞[)
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Teorema de Riesz

Temos então que 0 ≤ uh ≤ 1
n por isso 0 ≤ nuh ≤ 1. Aproximamos Kh por

um aberto Kh ⊂ Ah tal que λ(Ah − Kh) ≤ 1
n2 , então

supp(uh) ⊂ ∪j≥hKj ⊂ ∪j≥hAj como tal:

|T (u)| = |
n−1∑
h=0

T (uh)| ≤
n−1∑
h=0

|T (uh)| =
n−1∑
h=0

1

n
|T (nuh)| ≤

n−1∑
h=0

1

n
λ(∪i≥hAi )

n−1∑
h=0

∑
i≥h

1

n
λ(Ai ) =

n−1∑
h=0

h + 1

n
λ(Ah) =

n−1∑
h=0

h + 1

n
(λ(Ah − Kh) + λ(Kh)) ≤

n−1∑
h=0

h + 1

n
(λ(Kh)) +

1

n
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Teorema de Riesz

Aproximações do integral:∑n−1
h=0

h
nλ(Kh − Kh−1) ≤

∫
|u|dλ∑n−1

h=0
h
nλ(Kh ∩ Kh−1) ≤

∫
|u|dλ

|T (u)| ≤
∑n−1

h=0
h+1
n (λ(Kh)) + 1

n =∑n−1
h=0

h+1
n (λ(Kh − Kh−1) + λ(Kh ∩ Kh−1)) + 1

n ≤
2
∫
|u|dλ+

∑n−1
h=0

1
n (λ(Kh−Kh−1)+λ(Kh∩Kh−1))+ 1

n ≤ 2
∫
|u|dλ+ 1+2λ(X )

n
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Teorema de Riesz

Como λ é medida de Radon finita temos que Cc(X ) é denso em L2(X , λ).
Isto vem do facto de as funções simples serem densas em L2(X , λ) e
qualquer função simples conseguir ser aproximada em L2(X , λ) por uma
função em Cc(X ). Se E λ-mensurável, então aproximamos por
K ⊂ E ⊂ U tal que λ(E − K ) < ε e λ(U − K ) < ε. Usando o lema de
Uryshon obtemos função cont́ınua u : X → [0, 1] tal que u(K ) = 1 e

u(X − U) = 0 pelo que (
∫
|u − χE |2dλ)

1
2 ≤ λ(U − K )

1
2 ≤ ε

1
2
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Teorema de Riesz

Como tal prolongamos o funcional T de Cc(X ) que permanece cont́ınuo

pois |T (u)| ≤ 2
∫
|u|dλ ≤ λ(X )

1
2 ||u||L2(X ,λ)

Pelo teorema de Riesz em L2(X , λ) temos que T (u) =
∫
ufdλ para algum

f ∈ L2(X , λ) e como fdλ é medida de Radon se λ for conclúımos que
T (u) =

∫
udµ para µ = fdλ medida de Radon.

||T || = sup{
∫

udµ : ||u||∞ ≤ 1} = |µ|(X )

mostrando que a correspondência é uma isometria concluindo o teorema.
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