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Definição: Um semigrupo 𝑆 diz-se R-unipotente se:
✓∀𝑎 ∈ 𝑆, ∃𝑎′ ∈ 𝑆: 𝑎𝑎′𝑎 = 𝑎;
✓∀𝑒, 𝑓 ∈ 𝐸 𝑆 ,  𝑒𝑓𝑒 = 𝑒𝑓.
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Proposição: Seja 𝑆 um semigrupo regular. São equivalentes:

1) 𝑆 é um semigrupo R-unipotente;

2) ∀𝑎 ∈ 𝑆, 𝑎′, 𝑎′′ ∈ 𝑉 𝑎 ,  𝑎𝑎′ = 𝑎𝑎′′;

3) ∀𝑎 ∈ 𝑆,  𝑒 ∈ 𝐸 𝑆 , 𝑎′, 𝑎′′ ∈ 𝑉 𝑎 ,  𝑎𝑒𝑎′ = 𝑎𝑒𝑎′′;

4) ∀𝑎 ∈ 𝑆, 𝑎′ ∈ 𝑉 𝑎 , 𝑒 ∈ 𝐸 𝑆 , 𝑎𝑒𝑎′𝑎 = 𝑎𝑒.



Semigrupos R-unipotente – Exemplo 1

Conceitos Preliminares | e-Formações e e-Variedades | Propriedades dos quocientes | Produto de classes de semigrupos R-unipotentes | O que ficou por provar…

Ana Catarina Monteiro | Tutora: Gracinda Gomes | 28 de julho de 2021 | Novos Talentos em Matemática | Encontro Nacional

✓ 𝑇 semigrupo inverso ⇒ 𝑇 semigrupo R-unipotente. Então,

Seja X = {1,2,3}. Temos que

𝑇:= ∅;
2

2
;

3

3
;
2

3
;
3

2

é um semigrupo R-unipotente.



Semigrupos R-unipotente – Exemplo 2
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✓ 𝑆 é uma banda se ∀𝑒 ∈ 𝑆, 𝑒2 = 𝑒.

✓ 𝑆 é uma banda regular esquerda se ∀𝑒, 𝑓 ∈ 𝑆, 𝑒𝑓𝑒 = 𝑒𝑓.

✓ 𝑆 banda regular esquerda ⇒ 𝑆 semigrupo R-unipotente. Então,

Seja X = {1,2,3}. Temos que

𝑆 =
1 2 3
1 2 2

;
1 3
1 1

é um semigrupo R-unipotente.



Semigrupos R-unipotente – Exemplo 3
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✓ 𝑆 semigrupo R-unipotente, 𝑇 semigrupo inverso ⇒ 𝑆 × 𝑇 semigrupo 

R-unipotente. Então, seja

𝑋 ≔ {1,2,3},   𝑆 ≔
1
1
2
2
3
2

;
1
1
3
1

,   𝑇 ≔ ∅;
2
2

;
3
3

;
2
3

;
3
2

.

𝑆 × 𝑇 é um semigrupo R-unipotente.



e-Variedades (existence varieties)
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semigrupos 

inversos: 
Generalização
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T.E.HallT.E.Hall

e-variedadee-variedade

J. Kadourek e M. 
Szendrei

J. Kadourek e M. 
Szendrei

bivariedadebivariedade

Definição: Uma classe de semigrupos regulares 
(finitos) 𝒱 diz-se uma e-variedade se:

✓Se 𝑆 ∈ 𝒱 e 𝑇 subsemigrupo regular de 𝑆, 

então 𝑇 ∈ 𝒱;

✓Se 𝑆 ∈ 𝒱 e θ: 𝑆 ↠ 𝑇, então 𝑇 ∈ 𝒱;

✓Se 𝑆 é produto direto de 𝑆𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼, (𝐼 finito) 

tal que Si ∈ 𝒱, 𝑖 ∈ 𝐼, então S ∈ 𝒱.



e-Variedades (existence varieties) – Exemplos

Conceitos Preliminares | e-Formações e e-Variedades | Propriedades dos quocientes | Produto de classes de semigrupos R-unipotentes | O que ficou por provar…

Ana Catarina Monteiro | Tutora: Gracinda Gomes | 28 de julho de 2021 | Novos Talentos em Matemática | Encontro Nacional

1) A classe de todos os semigrupos regulares;

2) A classe de todos os semigrupos R-unipotentes;

3) A classe de todos os semigrupos ortodoxos *;

4) A classe de todas as bandas;

5) A classe de todos os semigrupos regulares localmente inversos.**

* Um semigrupo S diz-se ortodoxo se for regular e o conjunto dos idempotentes formar um 

subsemigrupo.

** Um semigrupo S é localmente inverso se, para cada 𝑒 = 𝑒2 ∈ 𝑆, 𝑒𝑆𝑒 for inverso.



e-Formações
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Definição: Uma classe de semigrupos regulares (finitos) ℱ diz-se uma e-formação se:

✓Se 𝑆 ∈ ℱ e θ: 𝑆 ↠ 𝑇, então 𝑇 ∈ ℱ;

✓Se 𝑆 é produto subdireto regular de 𝑆𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼, (𝐼 finito) tal que Si ∈ ℱ, 𝑖 ∈ 𝐼, então 

S ∈ ℱ.

Relembrar: 
𝑆 é produto subdireto de 𝑆1 e 𝑆2, semigrupos, se existe

ϕ: 𝑆 ↪ 𝑆1× 𝑆2, 𝑎 ⟼ (𝑎1, 𝑎2)

um mergulho tal que, para 𝑖 = 1,2,

π𝑖ϕ: 𝑆 ⟶ 𝑆𝑖 ,   𝑎 ⟼ 𝑎𝑖
é um morfismo sobrejetivo.



e-Formações - Exemplos
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1) A classe de todos os semigrupos regulares.

2) A formação gerada pelo grupo alterno 𝐴5



e-Formações
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Definição: Seja 𝑆 um semigrupo R-unipotente.  Chamamos neutralizador de 𝐸 𝑆
em 𝑆 ao conjunto,

𝐸𝜂 = {𝑠 ∈ 𝑆: 𝑠𝑠′𝑒𝑠 = 𝑠𝑒, ∀𝑒 ∈ 𝐸 𝑆 , 𝑠′ ∈ 𝑉 𝑆 }

Definição: Seja 𝑆 um semigrupo R-unipotente.  Um subsemigrupo 𝑁 de 𝑆 diz-se 

i-normal se for cheio, estiver contido no neutralizador, se for fechado para conjugados 

(∀𝑎 ∈ 𝑆, 𝑎′ ∈ 𝑉 𝑎 , 𝑎′𝑁𝑎 ⊆ 𝑁), e fechado para inversos (∀𝑎 ∈ 𝑁, 𝑉 𝑎 ⊆ 𝑁).



e-Formações
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𝑆 semigrupo R-unipotente e 𝑁 ⊴𝑖 𝑆. Define-se,

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆,  𝑎ρ𝑁𝑏 ⟺ 𝑎′𝑏 ∈ 𝑁,  𝑎𝑎′ = 𝑏𝑏′, para certos 𝑎′ ∈ 𝑉 𝑎 , 𝑏′ ∈ 𝑉 𝑏

onde 𝑘𝑒𝑟ρ𝑁 = 𝑁.

Proposição: Seja 𝑆 um semigrupo R-unipotente e 𝑁 subsemigrupo i-normal. Então, 

dados 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆,

𝑎ρ𝑁𝑏 ⟺ 𝑎ℛ𝑏, 𝑎N = 𝑏N ⟺ 𝑎ℋ𝑏, 𝑎N = 𝑏N

Relembrar: 

𝑎ℛ𝑏 ⟺ ∃𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆: 𝑎𝑥 = 𝑏, 𝑏𝑦 = 𝑎

𝑎ℋ𝑏 ⟺ ∃𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑆: 𝑎𝑥1 = 𝑏,

𝑏𝑦1 = 𝑎, 𝑥2𝑎 = 𝑏, 𝑦2𝑏 = 𝑎



ie-Formações
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Definição: Uma classe de semigrupos R-unipotentes ℱ diz-se uma ie-formação se:

✓Se 𝑆 ∈ ℱ e θ: 𝑆 ↠ 𝑇 é um morfismo sobrejetivo que separa idempotentes, 

então 𝑇 ∈ ℱ;

✓Se 𝑆 é produto subdireto regular de S1, … , Sn tal que Si ∈ ℱ,  i ∈ {1, … , n}, e cujas 

projeções separam idempotentes, então S ∈ ℱ.
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Proposição: Seja  ℱ uma classe de semigrupos R-unipotentes tal que {1} ∈ ℱ.                

ℱ é uma ie-formação se e só se as seguintes condições se verificarem:

1) 𝑆 ∈ ℱ,  𝑁 ⊴𝑖 𝑆 ⇒ Τ𝑆 ρ𝑁 ∈ ℱ;

2) 𝑁1, 𝑁2 ⊴𝑖 𝑆, 𝑁1 ∩ 𝑁2 = 𝐸 𝑆 e ൗ𝑆 ρ𝑁𝑖
∈ ℱ,  𝑖 ∈ {1,2} ⇒ 𝑆 ∈ ℱ.



ie-Variedades
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Definição: Uma classe de semigrupos R-unipotentes 𝒱 diz-se uma ie-variedade se:

✓Se 𝑆 ∈ 𝒱 e 𝑇 subsemigrupo regular de 𝑆, então 𝑇 ∈ 𝒱;

✓Se 𝑆 ∈ 𝒱 e θ: 𝑆 ↠ 𝑇 é um morfismo sobrejetivo que separa idempotentes, então 

𝑇 ∈ 𝒱;

✓Se 𝑆 é produto direto de S1, … , Sn tal que Si ∈ 𝒱,  i ∈ {1, … , n}, então S ∈ 𝒱.



Propriedades dos Quocientes

• Proposição: Sejam 𝑆 um semigrupo R-unipotente e 𝑇,𝑁 ⊴𝑖 S. Então, 

ൗ𝑇 ρ𝑇∩𝑁 ≅ ൗ𝑇𝑁
ρ𝑁

• Proposição: Sejam 𝑆 um semigrupo R-unipotente e 𝑁 ⊴𝑖 𝑆.

𝑅 ⊴𝑖 ൗ𝑆 ρ𝑁 ⇒ ∃𝑇 ⊴𝑖 𝑆:𝑁 ⊆ 𝑇 𝑒 𝑅 = ൗ𝑇 ρ𝑁 .

Conceitos Preliminares | e-Formações e e-Variedades | Propriedades dos quocientes | Produto de classes de semigrupos R-unipotentes | O que ficou por provar…

Ana Catarina Monteiro | Tutora: Gracinda Gomes | 28 de julho de 2021 | Novos Talentos em Matemática | Encontro Nacional



De uma classe de inversos a uma classe de R-unipotentes

• Menor congruência de semigrupos inversos: 𝑆 semigrupo R-unipotente. Dados 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆   

𝑎𝛾𝑏 ⟺ 𝑉 𝑎 = 𝑉 𝑏

• Lema : Seja 𝑆 um semigrupo R-unipotente. Dados 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆

𝑎𝛾𝑏 ⟺ ∃𝑥 ∈ 𝑉 𝑎 ∩ 𝑉 𝑏
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• ℐ𝑛𝑣 classe de todos os semigrupos inversos;

• ℛℱ = {S semigrupo R−unipotente ∶ ΤS γ ∈ ℱ}, onde ℱ é uma classe se semigrupos 
inversos.

• Proposição: Seja ℱ uma classe se semigrupos inversos. Então,

a) ℱ = ℛℱ ∩ ℐ𝑛𝑣;

b) ℛℱ e-formação de semigrupos R-unipotentes ⟺ℱ formação de semigrupos 
inversos;

c) ℛℱ e-variedade de semigrupos R-unipotentes ⇒ ℱ variedade de semigrupos inversos.

? ℛℱ e-variedade de semigrupos R-unipotentes ⇐ ℱ variedade de semigrupos inversos ?
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De uma classe de inversos a uma classe de R-unipotentes



? ℛℱ e-variedade de semigrupos R-unipotente ⇐ ℱ variedade de semigrupos inversos ?

o Seja S ∈ ℛℱ e T subsemigrupo regular de S.

❑Se  V t ⊆ T, ∀t ∈ T

❑Se 𝑇 for cheio

❑Caso geral ???
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De uma classe de inversos a uma classe de R-unipotentes



Produto de classes de semigrupos

• Sejam 𝒳 e 𝒴 classes de semigrupos R-unipotentes. Definimos o produto de classes, 

𝒳𝒴, como:

𝒳𝒴 = {S semigrupo R−unipotente: ∃N ⊴i S: N ∈ 𝒳 e ൗS ρN ∈ 𝒴}

• Proposição: Sejam 𝒳, 𝒴 e 𝒵 classes de semigrupos R-unipotentes. Então

𝒳 𝒴𝒵 ⊆ 𝒳𝒴 𝒵
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Produto de classes de semigrupos

• Proposição: Sejam 𝒱1 e 𝒱2 ie-variedades de semigrupos R-unipotentes. Então 𝒱1𝒱2 é 

uma ie-variedade de semigrupos R-unipotentes.
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? Produto de ie-formações de semigrupos R-unipotente é uma ie-formação de 
semigrupos R-unipotentes ? Não!



Produto de classes de semigrupos

• Maior congruência em S que separa idempotentes:

𝑎μ𝑏 ⟺ 𝑎𝑒𝑎′ = 𝑏𝑒𝑏′, ∀𝑒 = 𝑒2, para alguns 𝑎′ ∈ 𝑉 𝑎 , 𝑏′ ∈ 𝑉 𝑏

S semigrupo R-unipotente fundamental: μ = 1𝑆
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Relembrar: 

𝑎𝑒𝑎′ = 𝑎𝑒𝑎′′, ∀𝑎´,  𝑎´´ ∈ 𝑉 𝑎



Produto de classes de semigrupos

• Proposição: A classe de todos os semigrupos R-unipotentes fundamentais forma 

uma ie-formação.

• Definição: Uma classe de semigrupos R-unipotentes diz-se uma 𝑓𝑒-formação se é 

uma ie-formação e contém todos os semigrupos R-unipotentes fundamentais.

• Definição: Sejam ℱ uma 𝑓𝑒-formação e S um semigrupo R-unipotente. Define-se 

𝓕−residual de S, 𝑆ℱ , como sendo o menor N ⊴i S tal que Τ𝑆 ρ𝑁 ∈ ℱ.
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Produto de classes de semigrupos

• Proposição: Seja ℱ uma 𝑓𝑒 -formação e seja θ: S ↠ W um morfismo sobrejetivo de 

semigrupos R-unipotentes que separa idempotentes. Temos que

Wℱ = (Sℱ)θ

• Proposição: Seja ℱ uma 𝑓𝑒 -formação e S um semigrupo R-unipotente. Se N ⊴i S

então,

ൗS ρN
ℱ
= ൗSℱN

ρN
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Produto de classes de semigrupos

• Definição: Sejam ℱ1, ℱ2 𝑓𝑒-formações de semigrupos R-unipotentes. Definimos o 

produto de 𝑓𝑒-formações da seguinte forma:

ℱ1 ∘ ℱ2 = 𝑆: 𝑆ℱ2 ∈ ℱ1

• Proposição: Sejam ℱ uma 𝑓𝑒-formação e S um semigrupo R-unipotente. Então,

𝑆ℱ = 𝐸 𝑆 ⟺ 𝑆 ∈ ℱ
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Produto de classes de semigrupos

• Proposição: Sejam ℱ uma 𝑓𝑒-formação e S um semigrupo R-unipotente. Temos que

𝑆ℱ =∩ {𝑁 ⊴𝑖 𝑆: ൗ𝑆 ρ𝑁 ∈ ℱ}

• Proposição: Sejam ℱ1, ℱ2, e ℱ3 𝑓𝑒-formações de R-unipotentes. Então:

1) ℱ1 ∘ ℱ2 ⊆ ℱ1ℱ2;

2) ℱ2 ⊆ ℱ1 ∘ ℱ2;

3) Se ℱ1 é fechado para subsemigrupos i-normais, entãoℱ1 ∘ ℱ2 = ℱ1ℱ2;

4) Se ℱ1 é fechado para subsemigrupos i-normais, então                                         
ℱ1 ∘ ℱ2 ∘ ℱ3 ⊆ ℱ1 ∘ ℱ2 ∘ ℱ3.
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Produto de classes de semigrupos

• Teorema: Sejam ℱ1 e ℱ2 𝑓𝑒-formações de R-unipotentes. Então, ℱ1 ∘ ℱ2 é uma 𝑓𝑒-
formação.

Dem:  Seja ℱ𝑢𝑛𝑑 o conjunto de todos os semigrupos R-unipotentes fundamentais. Comecemos por observar 

que

ℱ𝑢𝑛𝑑 ⊆ ℱ2 ⊆ ℱ1 ∘ ℱ2

Portanto, precisamos de mostrar que ℱ1 ∘ ℱ2 é uma ie-formação. 
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Relembrar:

ℱ 𝑓𝑒 –formação; θ: S ↠ W

morfismo sobrejetivo que 

separa idempotentes. 

Wℱ = Sθ ℱ = Sℱ

Seja θ: 𝑆 ↠ 𝑇 um morfismo sobrejetivo que separa idempotentes e tal que           

𝑆 ∈ ℱ1 ∘ ℱ2.

Ora, como 𝑆ℱ2 ∈ ℱ1 e, pela proposição ao lado, 𝑆ℱ2 θ = 𝑇ℱ2. Segue então que 

𝑇ℱ2 ∈ ℱ1.

𝑝𝑜𝑟 2.



Produto de classes de semigrupos
Sejam agora 𝑁1, 𝑁2 ⊴𝑖 𝑆 semigrupos R-unipotentes tal que 𝑁1 ∩ 𝑁2 = 𝐸 𝑆 e                           

ൗ𝑆 ρ𝑁𝑖
∈ ℱ1 ∘ ℱ2.

Pelas proposições ao lado,

ൗ𝑆ℱ2
ρ𝑆ℱ2∩𝑁𝑖

≅ ൘𝑆ℱ2𝑁𝑖
ρ𝑁𝑖

= ൗ𝑆 ρ𝑁𝑖

ℱ2
∈ ℱ1

Temos que,

• 𝑆ℱ2 ∩ 𝑁1 ∩ 𝑆ℱ2 ∩ 𝑁2 = 𝑆ℱ2 ∩ 𝑁1 ∩ 𝑁2 = 𝑆ℱ2 ∩ 𝐸 𝑆 = 𝐸 𝑆 ;

• 𝑆ℱ2 ∩ 𝑁𝑖 ⊴𝑖 𝑆
ℱ2;

• ℱ1 𝑓𝑒-formação.

Então,

𝑆ℱ2 ∈ ℱ1 ⟹ 𝑆 ∈ ℱ1 ∘ ℱ2

∴ ℱ i𝑒−formação.

∴ ℱ 𝑓𝑒−formação .
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𝐸 𝑆 ⊆ 𝑆ℱ2

Relembrar:

𝑆 semigrupo R-unipotente; 

𝑇, 𝑁 ⊴𝑖 𝑆. Então, 

ൗ𝑇 ρ𝑇∩𝑁 ≅ ൗ𝑇𝑁
ρ𝑁

Relembrar: 

ℱ 𝑓𝑒-formação; S semigrupo 

R-unipotente. Se N ⊴i S

então,

ൗS ρN
ℱ
= ൗSℱN

ρN



O que ficou por provar…
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? ℛℱ e-variedade de semigrupos R-unipotente ⇐ ℱ
variedade de semigrupos inversos ?

? ℱ1 ∘ ℱ2 ∘ ℱ3 = ℱ1 ∘ ℱ2 ∘ ℱ3 ?

Seja ℛ uma classe de semigrupos R-unipotentes

e 𝒲 = {𝑆 semigrupo inverso ∶ ∃𝑅 ∈ ℛ: 𝑆 ≅ Τ𝑅 𝛾}

a) ℛ e-formação de semigrupos R-unipotentes ⇒

𝒲 formação de semigrupos inversos?

b) ℛ ie-formação de semigrupos R-unipotentes⇒

𝒲 i-formação de semigrupos inversos?

? Generalizar alguns destes resultados para 
outras classes de semigrupos ortodoxos ?
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