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1 ¬¬p → p

2 ¬(p ∧ q)→ ¬p ∨ ¬q

3 ¬(p ∨ q)→ ¬p ∧ ¬q

4 (p ∧ q) ∨ r → (p ∨ r) ∧ (q ∨ r)

5 p ∨ (q ∧ r)→ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)

Forma Normal Conjuntiva: Duas expressões booleanas são
logicamente equivalentes se ambas se reescrevem na mesma forma
normal conjuntiva.
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F śımbolos de funções

F = ∪n≥0Fn, Fn śımbolos de funções de aridade n.

X śımbolos de variáveis

T (F ,X ) conjunto dos termos sobre F e X

X ⊆ T (F ,X )

∀n ∈ N, ∀f ∈ F : f tem aridade n, ∀t1, ..., tn ∈
T (F ,X ), f (t1, ..., tn) ∈ T (F ,X )

F0 = {false, true}, F1 = {¬}, F2 = {∨,∧}

F = {false, true,¬,∨,∧}, X = {p, q, r}
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Sistemas de Reescrita

G(F) = T (F , ∅): Conjunto dos ground terms, o conjunto dos
termos sem variáveis.

¬(true ∨ (false ∧ ¬true))

Substituição: σ′ : X −→ T (F ,X )

σ : T (F ,X ) −→ T (F ,X )

σ(x) = σ′(x)

σ(f (t1, ..., tn)) = f (σ(t1), ..., σ(tn))

tσ
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F = {false, true,¬,∨,∧}, X = {p, q, r}

pσ = true
qσ = false ∧ ¬true
rσ = ¬(¬false ∨ (¬true ∧ false))

(¬(p∨q))σ = ¬((p∨q)σ) = ¬(pσ∨qσ) = ¬(true∨(false∧¬true))
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R sistema de reescrita: Relação binária em T (X ,F)

→R relação de reescrita: fecho de R para substituições e contextos:

Se l →R r e se σ é uma substituição, então lσ →R rσ;

Se f ∈ F é tal que f tem aridade n, com n ∈ N, se
t1, ..., tk , ..., tn ∈ T (F ,X ), com k ∈ N, e se tk →R t ′k , então
f (t1, ..., tk , ..., tn)→R f (t1, ..., t

′
k , ..., tn)
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R sistema de reescrita que termina: Não existe uma sucessão de
termos infinita (tn)n∈N tal que ∀n ∈ N tn →R tn+1

R sistema de escrita confluente: ∀s, t, u ∈ T (F ,X ),
s →R ...→R t ∧ s →R ...→R u, ∃v ∈ T (F ,X )
t →R ...→R v ∧ u →R ...→R v

Figure: Representação da confluência
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Sistemas de Reescrita

t ∈ T (F ,X ) forma normal: @u ∈ T (F ,X ) : t →R u.

terminação + confluência ⇒ Para todo o termo t, existe um termo
u tal que u é uma forma normal e t →R ...→R u
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Sistemas de Reescrita

Figure: Confluência e terminação: A reescrita em si pode não ser
determińıstica, mas o resultado final é atingido e é sempre o mesmo para
o mesmo termo inicial.
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Caracterização de PTIME via Regras de Reescrita

C classe de complexidade de funções recursivas.

Funções em geral definidas por recursão, como por exemplo

5 (Recursões na Notação)

f (ε, x̄ ; ȳ) = g(x̄ ; ȳ)

f (zi , x̄ ; ȳ) = hi (z , x̄ ; ȳ , f (z , x̄ ; ȳ)), i = 0, 1

∧(ε; x) = π;11 (; x)

∧(yi ; x) = Si (;π1;23 (y ; x ,∧(y ; x))), i = 0, 1

RC sistema de reescrita que inclui a(s) igualdade(s) como regra(s):

f (ε, x̄ ; ȳ) →RC g(x̄ ; ȳ)

f (zi , x̄ ; ȳ) →RC hi (z , x̄ ; ȳ , f (z , x̄ ; ȳ)), i = 0, 1

Conclui-se que RC termina e é confluente (ground terms).
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f (ε, x̄ ; ȳ) →RC g(x̄ ; ȳ)
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Conclui-se que RC termina e é confluente (ground terms).



Abordagens a PTIME e a PSPACE via Regras de Reescrita

Caracterização de PTIME via Regras de Reescrita

C classe de complexidade de funções recursivas.

Funções em geral definidas por recursão, como por exemplo

5 (Recursões na Notação)

f (ε, x̄ ; ȳ) = g(x̄ ; ȳ)
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f (ε, x̄ ; ȳ) = g(x̄ ; ȳ)
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Caracterização de PTIME via Regras de Reescrita

Através da terminação e da confluência, retira-se informação sobre
a complexidade computacional das funções de RC .

Tempo: Para cada l ∈ N e para cada função de aridade l define-se
DRC ,f := max{n : ∃t1, ..., tn ground terms : t1 →RC ...→RC tn
∧ t1 = f (m1, ...,ml)}

Espaço: Define-se uma função lh dos comprimentos dos śımbolos
de função, e depois extende-se essa função definindo os
comprimentos de um termo qualquer.
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de função, e depois extende-se essa função definindo os
comprimentos de um termo qualquer.



Abordagens a PTIME e a PSPACE via Regras de Reescrita

Caracterização de PTIME via Regras de Reescrita

Através da terminação e da confluência, retira-se informação sobre
a complexidade computacional das funções de RC .

Tempo: Para cada l ∈ N e para cada função de aridade l define-se
DRC ,f := max{n : ∃t1, ..., tn ground terms : t1 →RC ...→RC tn
∧ t1 = f (m1, ...,ml)}

Espaço: Define-se uma função lh dos comprimentos dos śımbolos
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Caracterização de PTIME via Regras de Reescrita

1 (Sequência Vazia) Ek,l(x̄ , ȳ) = ε

2 (Projeções) Uk,l
r (x1, ..., xk ; xk+1, ..., xn+l) = xr , 1 ≤ r ≤ k + l

3 (Sucessores) S0,1i (; x) = xi , i = 0, 1

4 (Condicional) C0;4(; ε, y , z0, z1) = y , C0;4(; xi , y , z0, z1) = zi ,
i = 0, 1

5 (Predecessor) P(; ε) = ε, P(; xi) = x , i = 0, 1

6 (Composições) SUBk,l
k ′,l ′ [F ,G1, ...,Gk ′ ,H1, ...,Hl ′ ](x̄ ; ȳ) =

F(G1(x̄ ; ), ...,Gk ′(x̄ ; );H1(x̄ ; ȳ), ...,Hl ′(x̄ ; ȳ))

7 (Recursões na Notação)
PREC k+1,l [G,H0,H1](ε, x̄ ; ȳ) = G(x̄ ; ȳ),
PREC k+1,l [G,H0,H1](zi , x̄ ; ȳ) =
Hi (z , x̄ ; ȳ ,PREC k+1,l [G,H0,H1](z , x̄ ; ȳ)), i = 0, 1
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Abordagens a PTIME e a PSPACE via Regras de Reescrita

Caracterização de PTIME via Regras de Reescrita

1 (Sequência Vazia) Ek,l(x̄ , ȳ) = ε
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Hi (z , x̄ ; ȳ ,PREC k+1,l [G,H0,H1](z , x̄ ; ȳ)), i = 0, 1
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Caracterização de PTIME via Regras de Reescrita

1 (Sequência Vazia) Ek,l ∈ Bk,l , ∀k, l ∈ N

2 (Projeções) Uk,l
r ∈ Bk,l , ∀k, l , r ∈ N : 1 ≤ r ≤ k + l

3 (Sucessores) S0,1i ∈ B0,1, i = 0, 1

4 (Condicional) C0;4 ∈ B0,4

5 (Predecessor) P0;1 ∈ B0,1

6 (Composições) Sejam k , k ′, l , l ′ ∈ N, e sejam F ∈ Bk ′,l ′ ,
G1 ∈ Bk,0, ...,Gk ′ ∈ Bk,0, H1 ∈ Bk,l , ...,Hl ′ ∈ Bk,l . Então
SUBk,l

k ′,l ′ [F ,G1, ...,Gk ′ ,H1, ...,Hl ′ ] ∈ Bk,l

7 (Recursões na Notação) Sejam k , l ∈ N, e sejam G ∈ Bk,l ,
H0 ∈ Bk+1,l+1 e H1 ∈ Bk+1,l+1. Então
PREC k+1,l [G,H0,H1] ∈ Bk+1,l

B :=
⋃

k,l∈N Bk,l .
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1 (Sequência Vazia) E k,l ∈ Bk,l , ∀k , l ∈ N

2 (Projeções) Uk,l
r ∈ Bk,l , ∀k, l , r ∈ N : 1 ≤ r ≤ k + l

3 (Sucessores) S0,1
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B :=
⋃

k,l∈N Bk,l .
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2 lh(Uk,l
r ) := 1, ∀k , l , r ∈ N : 1 ≤ r ≤ k + l

3 lh(S0,1
i ) := 1, i = 0, 1

4 lh(C 0;4) := 1

5 lh(P0;1) := 1

6 lh(SUBk,l
k ′,l ′ [f , g1, ..., gk ′ , g1, ..., hl ′ ]) :=

1 + lh(f ) + lh(g1) + ...+ lh(gk ′) + lh(h1) + ...+ lh(hl ′)

7 lh(PREC k+1,l [g , h0, h1]) := 1 + lh(g) + lh(h0) + lh(h1)
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/\(ε; x) = U0,1
1 (; x)

/\(yi ; x) = S0,1i (;U1,2
3 (y ; x , /\(y ; x))), i = 0, 1

∧ = PREC [U0,1
1 ,SUB1,2

0,1 [S0,1
0 ,U1,2

3 ],SUB1,2
0,1 [S0,1

1 ,U1,2
3 ]]
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0,1 [S0,1

1 ,U1,2
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1 ) + lh(U1,2

3 ))

= 1 + 1 + (1 + 1 + 1) + (1 + 1 + 1)

= 8
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Caracterização de PTIME via Regras de Reescrita

1 ε := E 0,0

2 S0,10 (; x) := S0,1
0 (; x)

3 S0,11 (; x) := S0,1
1 (; x)

001

S0,11 (;S0,1
0 (;S0,1

0 (; ε))) := S0,1
1 (;S0,1

0 (;S0,1
0 (; ε)))
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Caracterização de PTIME via Regras de Reescrita

1 E k,l(x1, ..., xk ; y1, ..., yl)→ E 0,0, ∀k, l ∈ N : k + l > 0

2 Uk,l
r (x1, ..., xk ; xk+1, ..., xk+l)→ xr , 1 ≤ r ≤ k + l

3 P0,1(;E 0,0)→ E 0,0

4 P0,1(; xi)→ x , i ∈ {0, 1}
5 C 0,4(;E 0,0, y , z0, z1)→ y

6 C 0,4(; xi , y , z0, z1)→ zi
7 SUBk,l

k ′,l ′ [f , g1, ..., gk ′ , h1, ..., hl ′ ](x1, ..., xk ; y1, ..., yl)→
f (g1(x1, ..., xk ; ), ..., gk ′(x1, ..., xk ; ); h1(x1, ..., xk ; y1, ..., yl), ...,
hl ′(x1, ..., xk ; y1, ..., yl))

8 PREC k+1,l [g , h0, h1](E 0,0, x1, ..., xk ; y1, ..., yl)→
g(x1, ..., xk ; y1, ..., yl)

9 PREC k+1,l [g , h0, h1](Si (; z), x1, ..., xk ; y1, ..., yl)→
hi (z , x1, ..., xk ; y1, ..., yl ,PREC [g , h0, h1](z , x1, ..., xk ; y1, ..., yl)),
i ∈ {0, 1}
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DRB,f := max{n : ∃t1, ..., tn ground terms : t1 →RB
...→RB

tn
∧ t1 = f (m1, ...,mk ; n1, ..., nl)}

1 Para f = E k,l ,Uk,l
r com 1 ≤ r ≤ k + l , S0,1

i ,P0,1,C 0,4, aonde

f ∈ Bk,l , define-se qf (m1, ...,mk) = 1 +
∑k

i=1mi

2 Para f = SUBk,l
k ′,l ′ [f̃ , g1, ..., gk ′ , h1, ..., hl ′ ] define-se

qf (m1, ...,mk) =

qf̃ (qg1(m1, ...,mk), ..., qgk′ (m1, ...,mk))+
∑l ′

i=1 qhi (m1, ...,mk)
3 Para f = PREC k+1,l [g , h0, h1], define-se qf (m,m1, ...,mk) =

m× (qh0(m,m1, ...,mk) + qh1(m,m1, ...,mk)) + qg (m1, ...,mk)

Lema

Se f ∈ Bk,l , então
|φ(f )(m1, ...,mk ; n1, ..., nl)| ≤ qf (|m1|, ..., |mk |) + max1≤i≤l |ni |,
∀m1, ...,mk , n1, ..., nl ∈ N
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I(f (s1, ..., sk ; t1, ..., tl)) =

= 2I0(f )(|φ(s1)|,...,|φ(sn)|)

(
k∑

i=1

I(si ) +
l∑

i=1

I(ti ) + lh(f )

)
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1 E k,l(x1, ..., xk ; y1, ..., yl)→ E 0,0, ∀k, l ∈ N : k + l > 0

2 Uk,l
r (x1, ..., xk ; xk+1, ..., xk+l)→ xr , 1 ≤ r ≤ k + l

3 P0,1(;E 0,0)→ E 0,0

4 P0,1(; xi)→ x , i ∈ {0, 1}
5 C 0,4(;E 0,0, y , z0, z1)→ y

6 C 0,4(; xi , y , z0, z1)→ zi
7 SUBk,l

k ′,l ′ [f , g1, ..., gk ′ , h1, ..., hl ′ ](x1, ..., xk ; n1, ..., nl)→
f (g1(x1, ..., xk ; ), ..., gk ′(x1, ..., xk ; ); h1(x1, ..., xk ; n1, ..., nl), ...,
hl ′(x1, ..., xk ; n1, ..., nl))

8 PREC k+1,l [g , h0, h1](E 0,0, x1, ..., xk ; n1, ..., nl)→
g(x1, ..., xk ; n1, ..., nl)

9 PREC k+1,l [g , h0, h1](Si (; z), x1, ..., xk ; n1, ..., nl)→
hi (z , x1, ..., xk ; n1, ..., nl ,PREC [g , h0, h1](z , x1, ..., xk ; n1, ..., nl)),
i ∈ {0, 1}
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DR′
B,f

:= max{n : ∃t1, ..., tn ground terms : t1 →R′
B
...→R′

B
tn

∧ t1 = f (m1, ...,mk ; n1, ..., nl)}

J(f (s1, ..., sk ; t1, ..., tl)) =

= J0(f )(|φ(s1)|, ..., |φ(sn)|)×

×

(
k∑

i=1

J(si ) + max
1≤i≤l

|φ(ti )|+ 1

)
+

l∑
i=1

J(ti ) + lh(f )
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1 Para f = E 0,0,S0,1
i ,P0,1,C 0,4, define-se J0(f ) = 0

2 Para f = E k,l ,Uk,l
r com 1 ≤ r ≤ k + l define-se

J0(f )(m1, ...,mk) = 1

3 J0(SUBk,l
k ′,l ′ [f , g1, ..., gk ′ , h1, ..., hl ′ ])(m1, ...,mk) =

J0(f )(qg1(m1, ...,mk), ..., qgk′ (m1, ...,mk))×
×(
∑k ′

i=1[J0(gi )(m1, ...,mk) + lh(gi )] +
∑l ′

i=1 qhi (m1, ...,mk) +

1) +
∑l ′

i=1 J0(hi )(m1, ...,mk) + l × l ′

4 J0(PREC k+1,l [g , h0, h1])(m1, ...,mk) =
m × ([J0(h0)(m,m1, ...,mk) + J0(h1)(m,m1, ...,mk)]×
qf (m,m1, ...,mk)+l+max{lh(h0), lh(h1)})+J0(g)(m1, ...,mk)
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J0(f )(qg1(m1, ...,mk), ..., qgk′ (m1, ...,mk))×
×(
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i=1[J0(gi )(m1, ...,mk) + lh(gi )] +
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1) +
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qf (m,m1, ...,mk)+l+max{lh(h0), lh(h1)})+J0(g)(m1, ...,mk)
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1 (Sequência Vazia) Ek,l(x̄ , ȳ) = ε

2 (Projeções) Uk,l
r (x1, ..., xk ; xk+1, ..., xn+l) = xr , 1 ≤ r ≤ k + l

3 (Sucessores) S0,1i (; x) = xi , i = 0, 1

4 (Condicional) C0;4(; ε, y , z0, z1) = y , C0;4(; xi , y , z0, z1) = zi ,
i = 0, 1

5 (Predecessor) P(; ε) = ε, P(; xi) = x , i = 0, 1

6 (Composições) SUBk,l
k ′,l ′ [F ,G1, ...,Gk ′ ,H1, ...,Hl ′ ](x̄ ; ȳ) =

F(G1(x̄ ; ), ...,Gk ′(x̄ ; );H1(x̄ ; ȳ), ...,Hl ′(x̄ ; ȳ))

7 (Recursões em Árvore)
T REC k+2,l [G,H](p, ε, x̄ ; ȳ) = G(p, ε, x̄ ; ȳ),
T REC k+2,l [G,H](p, zi , x̄ ; ȳ) =
H(p, zi , x̄ ; ȳ , T REC k+2,l [G,H](p0, z , x̄ ; ȳ),
T REC k+2,l [G,H](p1, z , x̄ ; ȳ)), i = 0, 1
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2 (Projeções) Uk,l
r (x1, ..., xk ; xk+1, ..., xn+l) = xr , 1 ≤ r ≤ k + l

3 (Sucessores) S0,1i (; x) = xi , i = 0, 1

4 (Condicional) C0;4(; ε, y , z0, z1) = y , C0;4(; xi , y , z0, z1) = zi ,
i = 0, 1

5 (Predecessor) P(; ε) = ε, P(; xi) = x , i = 0, 1

6 (Composições) SUBk,l
k ′,l ′ [F ,G1, ...,Gk ′ ,H1, ...,Hl ′ ](x̄ ; ȳ) =
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H(p, zi , x̄ ; ȳ , T REC k+2,l [G,H](p0, z , x̄ ; ȳ),
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Abordagens a PTIME e a PSPACE via Regras de Reescrita

Caracterização de PSPACE via Regras de Reescrita

7 (Recursões em Árvore)
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T REC k+2,l [G,H](p, ε, x̄ ; ȳ) = G(p, ε, x̄ ; ȳ),
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Caracterização de PSPACE via Regras de Reescrita

PSPACE ⊆ {F : ({0, 1}∗)n;m −→ {0, 1}∗ | n,m ∈ N, n + m ≥ 1}
é o menor conjunto das funções definidas a partir das funções
iniciais

1 (Sequência Vazia) En,m, n,m ∈ N;
2 (Projeções) Un,m

j , ∀n,m, j ∈ N tais que 1 ≤ j ≤ n + m;
3 (Sucessores) Si , ∀i ∈ {0, 1};
4 (Condicional) C;
5 (Predecessores) P;

e fechada para os seguintes esquemas
6 (Substituição) SUBn,m

n′,m′ [F ,G1, ...,Gn′ ,H1, ...,Hm′ ], com
n,m, n′,m′ ∈ N, com F função de aridade n′+ m′ e G1, ...,Gn′
e H1, ...,Hm′ funções de aridades n + 0 e n + m,
respetivamente;

7 (Recursão em Árvore) T RECn+2,m[G,H], com G e H
funções de aridades (n + 2) + m e (n + 2) + (m + 2),
respetivamente.
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é o menor conjunto das funções definidas a partir das funções
iniciais

1 (Sequência Vazia) En,m, n,m ∈ N;
2 (Projeções) Un,m

j , ∀n,m, j ∈ N tais que 1 ≤ j ≤ n + m;
3 (Sucessores) Si , ∀i ∈ {0, 1};

4 (Condicional) C;
5 (Predecessores) P;

e fechada para os seguintes esquemas
6 (Substituição) SUBn,m

n′,m′ [F ,G1, ...,Gn′ ,H1, ...,Hm′ ], com
n,m, n′,m′ ∈ N, com F função de aridade n′+ m′ e G1, ...,Gn′
e H1, ...,Hm′ funções de aridades n + 0 e n + m,
respetivamente;
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TREEn+2,m+2[g , h]

PSPACE+ = PSPACE ∪ {TREEn+2,m+2[g , h] : n,m ∈ N ∧ g ∈
PSPACEn+2,m ∧ h ∈ PSPACEn+2,m+2}
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Define-se a função comprimento de um śımbolo de função,
lh : PSPACE −→ N+, indutivamente, da seguinte forma:

1 lh(En,m) := 1, ∀n,m ∈ N;

2 lh(Un,m
j ) := 1, ∀n,m, j ∈ N tais que 1 ≤ j ≤ n + m;

3 lh(Si ) := 1, ∀i ∈ {0, 1};
4 lh(C ) := 1;

5 lh(P) := 1;

6 lh(SUBn,m
n′,m′ [f , g1, ..., gn′ , h1, ..., hm′ ]) :=

1 + lh(g) +
∑n′

i=1 lh(gi ) +
∑m′

i=1 lh(hi );

7 lh(TRECn+2;m[g , h]) := 1 + lh(g) + lh(h);

8 lh(TREEn+2;m+2[g , h]) := 1 + lh(g) + lh(h);
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1 En,m → E 0,0, ∀n,m ∈ N
2 Un,m

j (x1, ..., xn; xn+1, ..., xn+m)→ xj , 1 ≤ j ≤ n + m

3 P(;E 0,0)→ E 0,0

4 P(;Si (; x))→ x , i ∈ {0, 1}
5 C (; ε, y , z0, z1)→ y

6 C (;Si (; x), y , z0, z1)→ zi , i ∈ {0, 1}
7 SUBm;n

m′;n′ [f , g1, ..., gn′ , h1, ..., hm′ ](x1, ..., xn; y1, ..., ym)→
f (g1(x1, ..., xn; ), ..., gn′(x1, ..., xn; ); h1(x1, ..., xn; y1, ..., ym), ...,
hm′(x1, ..., xn; y1, ..., ym))

8 TRECm+2;n[g , h](E 0,0,Si (; z), x1, ..., xn; y1, ..., ym)→
→ TREEm+2;n+2[g , h](E 0,0,Si (; z), x1, ..., xn; y1, ..., ym,
TRECm+2;n[g , h](S0(;E 0,0), z , x1, ..., xn; y1, ..., ym),
TRECm+2;n[g , h](S1(;E 0,0), z , x1, ..., xn; y1, ..., ym)), i ∈
{0, 1}
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m′;n′ [f , g1, ..., gn′ , h1, ..., hm′ ](x1, ..., xn; y1, ..., ym)→
f (g1(x1, ..., xn; ), ..., gn′(x1, ..., xn; ); h1(x1, ..., xn; y1, ..., ym), ...,
hm′(x1, ..., xn; y1, ..., ym))

8 TRECm+2;n[g , h](E 0,0,Si (; z), x1, ..., xn; y1, ..., ym)→
→ TREEm+2;n+2[g , h](E 0,0,Si (; z), x1, ..., xn; y1, ..., ym,
TRECm+2;n[g , h](S0(;E 0,0), z , x1, ..., xn; y1, ..., ym),
TRECm+2;n[g , h](S1(;E 0,0), z , x1, ..., xn; y1, ..., ym)), i ∈
{0, 1}
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f (g1(x1, ..., xn; ), ..., gn′(x1, ..., xn; ); h1(x1, ..., xn; y1, ..., ym), ...,
hm′(x1, ..., xn; y1, ..., ym))

8 TRECm+2;n[g , h](E 0,0,Si (; z), x1, ..., xn; y1, ..., ym)→
→ TREEm+2;n+2[g , h](E 0,0,Si (; z), x1, ..., xn; y1, ..., ym,
TRECm+2;n[g , h](S0(;E 0,0), z , x1, ..., xn; y1, ..., ym),
TRECm+2;n[g , h](S1(;E 0,0), z , x1, ..., xn; y1, ..., ym)), i ∈
{0, 1}
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8 TREEm+2;n+2[g , h](p,Si (;Sj(; z)), x1, ..., xn; y1, ..., ym,
TRECm+2;n[g , h](S0(; p),Sj(; z), x1, ..., xn; y1, ..., ym),
TRECm+2;n[g , h](S1(; p), Sj(; z), x1, ..., xn; y1, ..., ym))→
TREEm+2;n+2[g , h](p, Si (;Sj(; z)), x1, ..., xn; y1, ..., ym,
TREEm+2;n+2[g , h](S0(; p),Sj(; z), x1, ..., xn; y1, ..., ym,
TRECm+2;n[g , h](S0(;S0(; p)), z , x1, ..., xn; y1, ..., ym),
TRECm+2;n[g , h](S0(;S1(; p)), z , x1, ..., xn; y1, ..., ym)),
TRECm+2;n[g , h](S1(; p), Sj(; z), x1, ..., xn; y1, ..., ym)), i , j ∈
{0, 1}

9 TREEm+2;n+2[g , h](p,Si (;Sj(; z)), x1, ..., xn; y1, ..., ym, a,
TRECm+2;n[g , h](S1(; p),Sj(; z), x1, ..., xn; y1, ..., ym))→
TREEm+2;n+2[g , h](p,Si (;Sj(; z)), x1, ..., xn; y1, ..., ym, a,
TREEm+2;n+2[g , h](S1(; p),Sj(; z), x1, ..., xn; y1, ..., ym,
TRECm+2;n[g , h](S0(;S1(; p)), z , x1, ..., xn; y1, ..., ym),
TRECm+2;n[g , h](S1(;S1(; p)), z , x1, ..., xn; y1, ..., ym))), i , j ∈
{0, 1}
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10 TRECm+2;n[g , h](p,E 0,0, x1, ..., xn; y1, ..., ym)→
g(p,E 0,0, x1, ..., xn; y1, ..., ym)

11 TREEm+2;n+2[g , h](p, z , x1, ..., xn; y1, ..., ym, a, b)→
h(p, z , x1, ..., xn; y1, ..., ym, a, b)
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10 TRECm+2;n[g , h](p,E 0,0, x1, ..., xn; y1, ..., ym)→
g(p,E 0,0, x1, ..., xn; y1, ..., ym)
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8 TRECm+2;n[g , h](ε, zi , ...)→
TREEm+2;n+2[g , h](ε, zi , ...,TRECm+2;n[g , h](0, z , ...),
TRECm+2;n[g , h](1, z , ...)) i ∈ {0, 1}

9 TREEm+2;n+2[g , h](p, zji , ...,TRECm+2;n[g , h](p0, zj , ...),
TRECm+2;n[g , h](p1, zj , ...))→
TREEm+2;n+2[g , h](p, zji , ...,TREEm+2;n+2[g , h](p0, zj , ...,
TRECm+2;n[g , h](p00, z , ...),TRECm+2;n[g , h](p10, z , ...)),
TRECm+2;n[g , h](p1, zj , ...)), i , j ∈ {0, 1}

10

TREEm+2;n+2[g , h](p, zji , ..., a,TRECm+2;n[g , h](p1, zj , ...))→
TREEm+2;n+2[g , h](p, zji , ..., a, TREEm+2;n+2[g , h](p1, zj , ...,
TRECm+2;n[g , h](p10, z , ...),TRECm+2;n[g , h](p11, z , ...))),
i , j ∈ {0, 1}

11 TRECm+2;n[g , h](p, ε, ...)→ g(p, ε, ...)
12 TREEm+2;n+2[g , h](p, z , ..., a, b)→ h(p, z , ..., a, b)
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TRECm+2;n[g , h](p00, z , ...),TRECm+2;n[g , h](p10, z , ...)),
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12 TREEm+2;n+2[g , h](p, z , ..., a, b)→ h(p, z , ..., a, b)
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TRECm+2;n[g , h](1, z , ...)) i ∈ {0, 1}

9 TREEm+2;n+2[g , h](p, zji , ...,TRECm+2;n[g , h](p0, zj , ...),
TRECm+2;n[g , h](p1, zj , ...))→
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i=1

I(xi ) +
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i=1

I(yi ) + lh(f )
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Obrigado!


