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TESTE: APENAS III, IV e V(a),(b) — EXAME: TODOS 0S GRUPOS

I- APENAS EXAME

Considere a matriz A dada por

[EE N Ry
w w = O

a) Determine a solugao geral de Ax = b, onde b = [1 2 5 4]7.
b) Determine a dimensao e uma base para N'(A) (sug.: utilize a alinea anterior).

c¢) Determine justificadamente bases para os espacos das linhas e das colunas de A, bem como as
respectivas dimensoes.

d) Verifique que A = 4 é valor préprio de A. Determine, sem calcular o polindmio carcteristico
mas justificando adequadamente, todos os valores proprios de A e respectivas multiplicidades
algébrica e geométrica. A matriz é diagonalizavel?

II - APENAS EXAME

Seja Sy o subconjunto do espago linear May2(R) das matrizes 2 x 2 reais formado pelas matrizes
simétricas (isto é, verificando A = AT).

a) Mostre que Sz é subespago de Max2(R), determine justificadamente uma sua base e indique a
dimensao de Ss.

b) Considere a funcio F : Sy — S definida por F(A) = M.A + A.M™, onde
11
M = [O 1] |
Mostre que F' é uma transformacao linear e construa a sua representagao matricial relativamente

a base escolhida em (b).

c¢) Determine os valores préprios de F. E possivel fazer alguma afirmacao sobre diagonalizabilidade
de F'? Porqué?



11T -EXAME E TESTE

Considere, no espaco linear P(R) dos polinémios reais da varidvel real t de grau < 2, a trans-
formacao T, g : Po — P2, dependente dos parametros reais «, (3, definida por

Top(p)(t) = ap(t) + B+ 1) p'(t).

a) Mostre que T, g3 é uma transformacao linear e determine a sua representacao matricial na base
ordenada B = {1, t, t?}.

b) Determine, justificadamente, os valores préprios de T, 3. Para que valores de a, 3 é T, 3 diago-
nalizavel? Porqué?

c) Determine os espagos préprios de 111 (isto é, de Ty, g para o = 3 = 1). Note: pretendem-se os
subespagos de P2(R), ndo a sua expressao em coordenadas.

d) Para que valores de « e 3 é T,, 3 um isomorfismo sobre a sua imagem? Justifique conveniente-
mente.

IV - EXAME E TESTE

Considere, no espaco euclidiano R? munido do produto interno usual, a transformacdo linear
T : R3 — R? cuja representacio relativamente & base canénica é dada por

a) Determine os valores préprios de T, as suas multiplicidades algébrica e geométrica, e os corre-
spondentes espagos proprios.

b) A matriz A é diagonalizdvel? Em caso afirmativo, indique uma matriz diagonal A e a correspon-
dente matriz S tais que A = S~1AS. Caso contririo, indique a sua forma canénica de Jordan J
e a correspondente matriz S tais que J = ST1AS.

c) Seja F_1 o espago préprio associado ao valor préprio —1. Determine uma base ortonormada
para Efl, complemento ortogonal de E_1, e determine a distancia de x =[1 1 1]7 a E_;.

V - TESTE: APENAS PARTES (a), (b)

Seja V um espago vectorial complexo de dimensao finita munido do produto interno (-,-). Dado
um operador linear T : V — V', chama-se operador adjunto de T, e designa-se por T, o operador
linear tal que

Vu,veV (Tu,v) = (u, T"v).

Um operador linear T' diz-se normal se comuta com o seu adjunto, isto é, TT* = T*T.
a) Mostre que, se T' é normal, entao N (T) = N (T*).

b) Mostre que, se T' é normal, entao todo o vector préprio generalizado de T' é vector préprio de T'
(sug.: mostre que N'(T*) = N(T) para todo o k € N). Conclua que T é diagonalizavel.

c) (APENAS EXAME) Mostre que, se T é normal, entao vectores préprios associados a valores
proprios distintos sao ortogonais.

d) (APENAS EXAME) Mostre que T possui uma base de vectores préprios ortogonais se e sd
se T é normal.



