Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Secgdo de Algebra e Andlise

2° TESTE/1° EXAME DE ALGEBRA LINEAR

CURSOS: Aeroespacial, Ciéncias Informaticas e Electricidade
12 Epoca — 10/1/03, 13h
Duragao: 1h 40mn (teste)/ 3h (exame)
Justifique cuidadosamente todas as suas respostas.

I - (6 valores) Considere o subconjunto de R® definido por
V= {($1,$2,x3,x4,3¢5) ER’:zy +19=0Ax9 — 15 = 0}.

(a) Justifique que V' é um espago linear, determine a sua dimensao e indique uma base.

Seja agora T, : V — V a transformacao linear definida por

To(1, T2, T3, T4, 5) = (1 — T, Ty — T, Ty + Ty, Ty + ATy, To — T1).

(b) Determine a representacao matricial de T,, em relagao a base de V' da alinea anterior,
e calcule T, (V), a imagem de V por intermédio de T,.

(c) Diga, justificando, para que valores de o é que T, é invertivel e, para esses casos,
calcule a representagao matricial de T, em relagao & base da alinea (a).

(d) Resolva (em V) a equagao Ty (x1,x2, x3, x4, 25) = (—1,1,2,1,1).

IT - (6 valores) Seja S o subespaco linear de R* definido por
S = {(x,y,z) €R3:x:sz:O},

S+ o complemento ortogonal de S em relacao ao produto interno usual, e P :IR* - 1R? a
projeccao ortogonal sobre S*.

(a) Indique uma base ortonormada para S*.

(b) Determine os valores e vectores préprios de P e diga, justificando, se existe al-
guma base de R® em relacdo & qual a representacao matricial de P seja uma matriz
diagonal. Em caso afirmativo, indique uma base nessas condigoes.

(c) Determine o ponto de S+ mais préximo do ponto Q = (1,1,1), e calcule a distancia
de Q a S*+.

(d) Seja agora r a recta que passa na origem e no ponto (). Determine os pontos de r
que estao a distancia 1 de S*.

VIRE, SE FAZ FAVOR



IIT - Seja P; o espaco dos polindmios de grau menor ou igual a trés, e S o subespaco
definido por § = {p € P53 :p"(0) =0}. Considere a transformacao linear Sz : S — S
definida por

Sp(p)(2) = (z* = 1)p"(x) — ap/ () + Bp(),

e designe por Rj a sua extensao a Ps definida pela mesma expressao.
(2.5 valores)

(a) Determine a solugao geral da equagao Ss(p)(x) = x.

(b) Sendo Az uma representagao matricial de Sp em relagdo a uma dada base de S,
calcule o determinante de Ag e diga, justificando, para que valores de 3 é que Sg é
invertivel.

(2.5 valores)

(¢) Determine o niicleo de Ry, indicando a sua dimensao e uma base.

(d) Justifique que existe uma base de S em relagdo a qual a representagao matricial
de Sz ¢ uma matriz diagonal, mas que nao existe uma base de Ps para a qual a
representacao matricial de Rg seja uma matriz diagonal.

IV — Seja A uma matriz real n x n, e F' : R" x R" — R a funcao definida por
F(u,v) = u'Av.
(1.5 valores)

(a) Prove que qualquer que seja a matriz B real n X n, nao singular, se A = B'B, entao
a funcao F define um produto interno em IR".

(b) Serd que se pode obter a mesma conclusdo que na alinea anterior se as hipdteses

forem que A = B?, onde B ¢ agora uma matriz n X n, real e nao singular, tal que
Al = A?

(1.5 valores)

(c¢) Assuma agora que A é uma matriz simétrica tal que a fungdo F' define um produto
interno em IR". Prove que entao existe uma matriz B real n x n tal que A =
B'B. (Sugestao: utilize o facto de que se A é real simétrica, entdo existe uma base
ortonormada deIR" formada por vectores préprios de A)

(d) Prove qualquer matriz B nas condi¢oes da alinea anterior é nao singular.




