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ALGEBRA LINEAR A
FICHA 1
SOLUCOES SUMARIAS DOS EXERCICIOS iIMPARES

Sistemas de Equacdes Lineares

Por substituicdo de varidveis e/ou adi¢do de equagdes. encontra-se a solugdo

r = &

8
_ 9
Yy = 3
_ 45
2—8.

Um polinémio p(z) = az* + bx + ¢ passa nos pontos indicados se e sé se os seus
coeficientes a, b e ¢ verificarem o sistema (substituindo x por 1, 2 e 3, respectiva-
mente):

at+b+c = 1
da+2b+c = 0
9a+3b+c = —1
para o qual se encontra a Unica solucao a =0, b = —1 e ¢ = 2. Logo, o polinémio

ép(r)=—x+2.

Representando por x o nimero de irm3s e por y o ndmero de irm3os (rapazes) na
familia, o Pedro terd x irmas e y — 1 irmaos, enquanto que a Rosa terd y irmaos e
x — 1 irmas. Nestes termos, é dito que

{:c = 2(y-1)

y = x—1.

Ora a solugdo deste sistema é dada por x = 4 e y = 3, pelo que o nimero total de

criangas é 7.

Método de Eliminacao de Gauss-Jordan

r =1 r = il =1 r, =
@y =t ®{v=0 @20 @ ® ]
z =-—1 z =0

T4 =0 T4 =0
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Aplicando o método de eliminagdo de Gauss ao sistema dado, pode-se obter, por
exemplo, o sistema equivalente
T +y +z = b1
—2y —2z = bz - bl
0 - bg - 2()1 - b2 .

Portanto, o sistema é possivel se e sé se by — 2b; — by = 0.
Quando by = by = b3 = 0, a solugdo geral é

x=20
Yy=-—-z
zeR.

Adicao e Produto de Matrizes

) . ~ = 0| |7 O
(a) Pelo método de induco, demonstra-se que [ 0 } = [ 0 an } :

De facto, o caso n = 1 é imediato, e assumindo a férmula para um inteiro n
deduz-se, pelo produto de matrizes, a férmula para um inteiro n + 1:

0™ [xo01"[x 0] [a 0 ™ 0] [# 0
0 = Tl 0 o O x| | 0 =" O ~| | 0 gt

(b) Seja A = [ (1) _01 } Como A? = [_01 _01} = —1Id, tem-se A* = (4?%)? =
(—1d)? = Id, pelo que A* = (A*)* = (Id)* = Id, Vk € N. Assim, deduz-se:
A4k:Id, A4k+1:A4kA:A,

AFZ — At — _1d A3 — A%+24 — _ A onde k € Ny.
Comentario: A matriz A é uma “raiz quadrada” de —Id, pois A% = —Id.

cosa —sina r B [ cos(na) —sin(na)

(c) Por indugio, verifica-se que [ sina  cosa | | sin(na)  cos(na)

|
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) a b 1 0 - a 0 a b
SeJaA:L d|.SeB:{O OJ,entaoAB—L OJeBA—{O OJ.

Para que AB = BA, tem que ser b =c = 0.

01 - 0 a 0 d .
SeC:{O O]entaoAC:{O O} eC’A:[O O] (usando j&d b = c = 0).

a
0
Comentario: O mesmo raciocicnio generaliza-se a matrizes n x n. Uma tal matriz
A comuta com qualquer outra da mesma dimens3o (i.e. AB = BA, VB) se e s6 se
A for um multiplo escalar da matriz identidade: A = kId para algum k& € R.

Para que AC = C'A, tem que ser d = a. Logo, A = 2] = ald com a € R.

Inversao de Matrizes

Quando alguma das entradas a;; de uma matriz diagonal é zero, a forma escalonada
da matriz ndo pode ser a identidade (porque lhe faltam entradas n3o-nulas na
diagonal), pelo que a matriz ndo pode ser invertivel. Na verdade, uma matriz
diagonal é invertivel se e sé se todas as suas entradas na diagonal principal forem

ndo-nulas, isto é, sse a; # 0, Vi € {1,...,n}. Nesse caso, pode-se verificar que
ay, 0 --- 07" all 0 - 0
0 ag : 10 s :
ol | 0
0 0 amm 0 0 a,!

Se A e B sio matrizes n X n invertiveis entio:

(a) A matriz AB é sempre invertivel com matriz inversa (AB)™! = B~1A™L.
Verificagdo: Pela associatividade do produto de matrizes,

(AB)(B'A™) = A(BB™)A™' = AldA™ = AA™ = 1d
e analogamente
(BT'A™)(AB) =B Y (A'A)B=B"'ldB=B"'B=1d .

(b) A+ B pode n3o ser invertivel. Por exemplo, se B = —A entdo A+ B = 0.
Mas também pode ser invertivel. Por exemplo, quando B = A, a inversa de
A+B=246é A7

(c) A matriz AB~! é sempre invertivel com inversa (AB™!)™! = BA™L.

(d) APB=7A~9B? é sempre invertivel e (APB~1A"91B%)~1 = B~1AIBIAP.

Como se verificou (exercicio (12)(e)), se AB =1d entdo B= A"! e BA =1d.

Assim, BA?2 — A= (BAJA—A=1dA—A=A— A=0.




