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ALGEBRA LINEAR A
FICHA 3 — ESPACOS VECTORIAIS E BASES

Espacos e Subespacos

(1) Determine quais dos seguintes conjuntos, munidos das operagdes habituais de adigdo
e multiplicacdo por escalares, formam espacos vectoriais.

a) O eixo dos yy no plano euclideano: {(z,y) € R? : x = 0}.

A recta horizontal de equagdo v = 1: {(z,y) e R? : x = 1}.

A recta bissectriz dos quadrantes pares em R?: {(z,y) € R*: x +y = 0}.

A circunferéncia de raio 1 centrada na origem em R2.

{(x,y) € R?: x € N}.

{(x,y) € R? : zy > 0}.

{(x,y,2) € R®: zyz = 0},

{(z,y,2) eR®: 2 +y+ 2 =0}

O ndcleo de uma aplicagdo linear.

A

a exponencial).

(r) O conjunto das fun¢des que satisfazem a equagdo diferencial f” + f = 0 (como
0 Seno e 0 Co-Seno).

(s) O conjunto das sucessdes convergentes.

(t) O conjunto das sucessdes convergentes para 1.

(u) O conjunto das sucessdes convergentes para 0.

(v) O conjunto das matrizes 3x3 invertiveis.

(w) O conjunto das matrizes 3x3 triangulares superiores.

(x) O conjunto das matrizes 3x3 cujo nicleo contém o vector (1,2, 3).

(y) O conjunto das matrizes 3x3 diagonais.

(2)

z) O conjunto das matrizes 2x2 que comutam com [(1) 1]

(2) Mostre que, se U e V' sdo subespacos vectoriais de R", ent3o:
a) UNYV é subespaco vectorial;

by U+V :={u+v:ueUweV} ésubespaco vectorial;
c) U+ V é o menor subespacgo vectorial que contém U e V;
d) U UV em geral ndo é subespaco vectorial.

(3) O que é que sdo os subespacos de dimensdo 0, 1, 2 e 3 em R, R? e R3?
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Expansao Linear e Independéncia Linear

(4) Quais dos seguintes conjuntos geram R??
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conjunto de funcdes {sin? x oS x}
(g) O conjunto de funcdes {1, z* x4 T L
(onde 1 representa a funcio constante igual a 1).

(h) O conjunto de polinémios {z? —x + 1,z — 1,2° — z + 3} .

(7) Serd que a fungio cos(2z) pertence a L(sinx,cosz)? E a L(sin?z, cos® )?

Bases e Dimensao

(8) Determine uma base para cada um dos seguintes espagos vectoriais.
(a) £L({(1,1,1,1,),(1,1,—-1,-1),(3,3,1,1)})
(b) £{(1.1,2),(2,2,3), (3.3.4)})
(c) LH{(z,z,x+ 1) € R®: x € R}) (Sugestdo: ver a alinea anterior.)
(d) {(z,y.2) eR* 1z =y = 2}
(€) {(z1, 20,23, 24) ERY 1y + 15 = 13 — 24}
() {(z,y,2) ER3:x =2y — 2 A — 22 =y}
1 2 0] (00 0] |1 20
© (4o o o)-[ 1 ol[ 1]}
(h) Conjunto das matrizes 2x2 simétricas: {A € Myyy: A= A*
(i) Conjunto das matrizes 2x2 que comutam com B 3}
(j) Conjunto dos polinémios p de grau menor ou igual a 3 que satisfazem p(1) =0
(k) Conjunto dos polinémios p de grau menor ou igual a 2 que satisfazem p/(z) =

2zp(x) (Atengdo: o espago vectorial trivial {0} ndo admite base.)
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(9) Complete os seguintes conjuntos até obter uma base de R3:
(a) {(1,0,0),(0,0,1)}
(b) {(2,1,0)}
(c) {(2,3,1),(1,4,2)}

(10) Complete os seguintes conjuntos até obter uma base de R*:
(a) {(1,1,1,1),(1,1,1,0)}
(b) {(1,-1,0,0),(1,-1,2,2),(0,0,1,—1)}
(c) {(0,0,1,2),(0,0,2,3)}

(11) Para que escolha(s) do pardmetro k é que os seguintes vectores formam uma base

47
1 0 0 2
0 1 0 3
of " |10 |1 " |4
2 3 4 k

(12) Mostre que, se dim V' = m, ent3o:

a) podem-se achar no méximo m vectores linearmente independentes em V/;

b) é necessario pelo menos m vectores para gerar V;

c) se m vectores sdo linearmente independentes, entdo formam uma base de V;
d) se m vectores geram V, entdo eles formam uma base de V.
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Bases para o Nicleo e a Imagem

(13) Determine uma base para o nicleo e para a imagem de cada uma das matrizes do
exercicio (10) da ficha 1, e diga qual € a caracteristica e a nulidade em cada um dos
casos. (No exercicio (18) da ficha 2 ja terdo sido calculados o niicleo e a imagem de
cada uma dessas matrizes.)

(14) Para cada uma das matrizes do exercicio (7) da ficha 2, determine bases para o
espaco das colunas, para o espaco das linhas e para o ntcleo.

(15) Use os célculos do exercicio anterior para decidir se as matrizes em causa admitem
inversa a direita ou inversa a esquerda.

(16) Existe alguma matriz 3x4 invertivel a direita? E a esquerda?
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(17) Consegue encontrar uma matriz 2x2 cuja imagem coincida com o niicleo?
E uma matriz 3x37

(18) Considere a matriz n x n

A= | v ... v,
| |

Justifique a equivaléncia das seguintes afirmacoes.
(a) A matriz A é invertivel.

(b) A equagio linear Av = b tem uma dnica solugdo v para cada b € R™.
(c) A forma escalonada de A é a identidade.

(d) A caracteristica de A é n.

(e) A imagem de A é R".

(f) O niicleo de A é {0}.

(g) Os vectores vy, ..., v, formam uma base de R™.

(h) Os vectores vy, ..., v, geram R".
i)

(i) Os vectores vy, ..., v, sdo linearmente independentes.

(19) Determine o valor I6gico das seguintes proposicdes.

a) A caracteristica de uma matriz é a dimensdo do seu espaco das colunas.

b) A caracteristica de uma matriz é a dimens3o do seu espaco das linhas.

c) A caracteristica de uma matriz é igual ao seu nimero de colunas menos a
nulidade.

(d) A caracteristica de uma matriz é igual ao seu nimero de linhas menos a nulidade.

(e) Uma matriz é invertivel a direita se e sé se a sua caracteristica é igual ao niimero
de linhas.

(f) Uma matriz é invertivel a esquerda se e s6 se a sua caracteristica é igual ao
nimero de colunas.
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(20) Sejam A e B duas matrizes para as quais faz sentido o produto AB. Determine o
valor légico das seguintes proposi¢cdes acerca da caracteristica (car) de matrizes.
(a) car(AB) = min(car(A), car(B)).
(b) car(AB) < min(car(A), car(B)).

(c) Se A é invertivel a esquerda, entdo car(AB) = car(B).

(d) Se B é invertivel a esquerda, entdo car(AB) = min(car(A), car(B)).

(e) Se B é invertivel a direita, entdo car(AB) = car(A)



