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ALGEBRA LINEAR A
FICHA 3
SOLUCOES SUMARIAS DOS EXERCICIOS iIMPARES

Espacos e Subespacos

Os conjuntos que formam espacgos vectoriais sdo:

(a), (c), (h), (), (3), (m), (p). (a), (1), (5), (u), (W), (x). (¥) e (2)-

subespacos de | R R? R3
dim =0 {0} {0} {0}
dim =1 R | rectas que passam na origem | rectas que passam na origem
dim = 2 - R? planos que passam na origem
dim = 3 - - R3

Expansao Linear e Independéncia Linear

(5) | Apenas o conjunto (b) gera R®.

Uma fungdo f(x) pertence a L(sin z, cos ) sse é combinagdo linear de sin x e cos z,
i.e., sse existem a,b € R tais que f(x) = asinz + bcosz,Va € R. Suponhamos
que cos(2z) € L(sinz,cosx). Entdo, substituindo z = 0 e z = 7 na condi¢do
acima, obtemos o seguinte sistema de equacdes:

b =1
-b =1

(uma vez que sin0 = sinm = 0, cos0 = cos2m = 1 e cosm = —1). Como este
sistema ndo tem solugdo, conclui-se que cos(2z) ¢ L(sinx, cosx).

Quanto 3 segunda questdo, tem-se cos(2z) = cos’z — sin?z € L(sin® z, cos? z).




(11)
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Bases e Dimensao

(a) Pode-se completar o conjunto {(1,0,0),(0,0,1)} com o vector (0,1,0) e
obtém-se a base candnica de R3.
(b) Escolhendo sucessivamente vectores independentes, obtém-se por exemplo a

base {(2,1,0), (0,1,0),(0,0,1)} de R?.

c) Considere-se a matriz = cujas linhas sdo os vectores dados.
Consid iz A f i é jas linhas s3 dad
, . 1 0 -2
A forma escalonada de A é a matriz B = 01 3°|, portanto o vector
5

(0,0,1) n3o pertence ao espago das linhas de B. Como as linhas de uma
matriz geram o mesmo espaco que as linhas da sua forma escalonada, entao
(0,0,1) € £((2,3,1),(1,4,2)), ou seja, os vectores (2,3,1), (1,4,2) e (0,0,1)
s3o linearmente independentes, logo formam uma base de R3.

Comentario: A solucdo deste exercicio ndo é Unica.

Os vectores (1,0,0,2), (0,1,0,3), (0,0,1,4) e (2,3, 4, k) formam uma base de R*
sse a matriz cujas colunas sdo os vectores dados

1 0 0 2

010 3

0 014

2 3 4 k
G

é invertivel (cf. Exercicio (18)). Pelo método de Gauss, obtém-se a matriz

1 00 2
010 3
0 01 4
000 k=29

Como A é invertivel sse k # 29, conclui-se que sempre que k # 29 os vectores
formam uma base de R*.
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Bases para o Nicleo e a Imagem

Resumidamente:
— Uma base para a imagem de uma matriz A é dada pelas colunas de A que corres-

pondem as colunas com lideres na forma escalonada de A.
— Uma base para o nicleo de uma matriz A é obtida das relagdes dadas pelas

colunas sem lideres na forma escalonada de A.
— A caracteristica é a dimensao da imagem e a nulidade é a dimens3o do ntcleo.

Usando estes factos e definicdes, obtém-se:

1 0 1
@A=1y 7

{(1,2),(0,—1)} é uma base para Z(A), {(—1,—2,0)} é uma base para N'(A).

tem caracteristica 2 e nulidade 1.

(b) A= tem caracteristica 2 e nulidade 0.

{(3,4, ,0)} é uma base para Z(A), N(A) = {0} (ndo tem base).

4=
{(3,1),(4,1) } é uma base para Z(A), {(—1,1,—1)} é uma base para N'(A).

[2] tem caracteristica 1 e nulidade 0.
2} é uma base para Z(A), N(A) = {0}.

3
= |4] tem caracteristica 1 e nulidade 0.

31
4 1
10
1) ,(
3 4 - )
11 tem caracteristica 2 e nulidade 1.

I:>

(d)

—

N

(¢)

—_

)} € uma base para Z(A), N'(A) = {0}.
1]
1

{3,4,

tem caracteristica 1 e nulidade 1.

1
1
1
{(1,1)} é uma base para Z(A), {(1,—1)} é uma base para N'(A).
8 tem caracteristica 1 e nulidade 1.

1]
0]
{(1,0)} é uma base para Z(A), {(1,0)} é uma base para N/(A).
() A=[1 1 1 1] tem caracteristica 1 e nulidade 3.
{1} é uma base para Z(A), {(-1,0,0,1),(—1,0,1,0),(—1,1,0,0)} é uma
base para N/ (A).

0

(i) A= (1] tem caracteristica 1 e nulidade 0.
0

{(0,1,0,0)} é uma base para Z(A), N(A) = {0}.
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Na resoluciao deste exercicio usa-se os seguintes factos:
— A é invertivel a direita sse A é sobrejectiva, e
— A é invertivel a esquerda sse A € injectiva.

(a) Invertivel a direita mas n3o a esquerda.
(b) Invertivel a esquerda mas n3o a direita.
(c) Invertivel a direita mas ndo a esquerda.
(d) Invertivel a esquerda e a direita.

(e) Invertivel a esquerda mas n3o a direita.
(f) N&o é invertivel a esquerda nem a direita.
g) N&o é invertivel a esquerda nem a direita.
h) Invertivel a direita mas ndo a esquerda.

)

(i) Invertivel a esquerda mas ndo a direita.

(
(

Seja A = } :1 . Ent30 o nicleo N'(A) e a imagem Z(A) sdo ambos iguais ao
subespago gerado pelo vector (1,1). (H& muitas mais matrizes 2x2 satisfazendo
N(A) =Z(A).)

Se A é uma matriz 3x3, entdo dim N (A) + dimZ(A) = 3 é impar. Portanto,
a nulidade e a caracteristica de A nunca sdo iguais. Como N(A) e Z(A) sao
subespacos de dimensoes diferentes, tém que ser diferentes.

As proposicdes (a), (b), (c) sdo verdadeiras.

1 2 3
0 4 5} |
(e) é verdadeira: A é invertivel a direita sse A é sobrejectiva sse car(A) € igual ao
nimero de linhas.
(f) é verdadeira: A é invertivel a esquerda sse A ¢ injectiva sse car(A) é igual ao
nimero de colunas.

(d) é falsa: considere-se, por exemplo, A = [




