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ALGEBRA LINEAR A
FICHA 4 - MUDANCAS DE BASE E NUMEROS COMPLEXOS

Coordenadas e Dimensao em R"

(1) Considere a seguinte base (ordenada) de R?: (1,2),(3,5).
Nesta base, escreva as coordenadas dos seguintes vectores de R?:
(17 2)' (67 10)' 3(17 2) - (37 5)' (17 O>' (Oa 1)

(2) Considere a seguinte base (ordenada) de R?: (1,2,1),(—1,—1,0),(—1,0,3).
Nesta base, escreva as coordenadas dos seguintes vectores de R3:
(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (2,4,2), (1,2,3), (2,—1,1), (2,2,2).
(Sugestdo: ha uma maneira de acelerar a resolugdo de vérios sistemas de equagdes
em que a matriz dos coeficientes é sempre a mesma e é invertivel.)

(3) Para os seguintes pares de espacos, determine a dimensdo de E N F e de £ + F
(definido no Exercicio (2) da Ficha 3).

(a) E=L({(1,1,1),(1,0,1)}) e FF = L({(3,2,3)}
(b) E=£({(1,1,—1,-1),(1,1,1,1), (1,1,2,2)}) e
F=£({(1,0,0,1),(0,1,1,1),(1,1,0,1)})

(c) E=,({(1,1,-1,-1),(1,1,1,1)}) e
F=L({(1.—1,0.1),(1,—1,1,0), (1, 1,2,2)})
(d)

e=e({[5 AL 0HE 3}
e ({B 005D

(e) E=L{1+z+2a%1+2%}) e F=L({3+ 2z + 32?})

Mudancas de Base

(4) Seja T : R® — R3 dada por T'(z,y, 2) = (z, 2, y).
(a) Mostre que T' é uma transformac3o linear.
(b) Determine a matriz A que representa T' em relacdo a base candnica de R?.
(c) Mostre que (1,1,1),(1,1,—1),(—1,1,1) é uma base de R3.
(d) Determine a matriz de mudanga de base S e a matriz B que representa T em
relacdo a base (ordenada) da alinea anterior.
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(5) No espago das matrizes 2 x 2, considere a aplicacdo T : My — Mays, T(A) = A,
que leva uma matriz para a sua transposta.
(a) Mostre que T' é uma transformac3o linear.
(b) Determine a matriz C' que representa 7' em relagdo a base

e R R E R
o o o [0

é uma base de Myy».

(d) Determine a matriz de mudanca de base S e a matriz D que representa 7" em
relacao a base da alinea anterior.

de M2><2.
(c) Mostre que

(6) Seja Ps o espago dos polinémios de grau menor ou igual a 2. Considere a aplicagdo

D : Py — P, definida por D(p(x)) = p/'(x).

(a) Mostre que D é uma transformacio linear.

(b) Determine a matriz A que representa D em relagdo a base ordenada 72, z, 1.

(c) Mostre que 1 + 2 + 2%, 1+ 2 — 22, —1 + 2 + 2° é uma base de P,.

(d) Determine a matriz de mudanga de base S e a matriz B que representa D em
relacdo a base ordenada da alinea anterior.

(e) Sendo Id : P, — Py, Id(p(x)) = p(x), a transformagdo identidade em Ps,
prove que D? + Id é uma transformacio linear.

(f) Determine a matriz C' que representa D? + Id em relagdo a base ordenada
22z, 1.

(7) Seja P5 o espago dos polinémios de grau menor ou igual a 2. Considere a aplicagdo
T : Py — Py definida por T'(p(x)) = xzp/(z) + p" ().
(a) Mostre que T' é uma transformacg3o linear do espago Py nele préprio.
(b) Determine a matriz A que representa 17" em relagdo a base 22, z, 1 de Ps.
(c) Determine a matriz de mudanga de base S e a matriz B que representa 7' em
relacio d base 1 + 2 + 2%, 1+ 2 — 2%, —1 + o + 22

Ndcleo, Imagem e Invertibilidade de Transformacoes Lineares

(8) Seja
1 2
=11 )
e T : Mays — Moy a fungdo definida por T'(X) = AX — X A.

(a) Mostre que T' é uma transformac3o linear.
(b) Determine a nulidade e a caracteristica de T



(9)

(10)

(11)

(12)

(13)
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Seja A uma matrizn xn e T : Myxn, — Myx, definida por T4(X) = AX — X A.
(a) Mostre que T4 é sempre uma transformac3o linear.

(b) Esta transformacdo pode alguma vez ser sobrejectiva?

(c) Se T4 for a transformagdo nula tem-se necessariamente que A é a matriz nula?

Para cada uma das transformacdes lineares dos Exercicios (4)-(7), determine bases
para o nicleo e para a imagem.

Seja C*° o conjunto das funcdes f : R — R indefinidamente diferenciaveis (i.e.,
que tém derivadas de todas as ordens em todos os pontos) e seja D : C° — C°,
Df = f', a aplicacdo que transforma cada funcdo na sua derivada.

(a) Mostre que D é uma transformacio linear.

(b) Determine o niicleo de D.

(c) Repita as alineas anteriores para D?.

(d) Repita as alineas anteriores para D™ para qualquer inteiro positivo n.

(e) A transformag3o linear D é invertivel?

Seja V' o subespago vectorial de C'° (definido no exercicio anterior) gerado pelas

funcbes sinx, cosx e e”.

(a) Mostre que estas fun¢des sdo linearmente independentes.

(b) Determine uma base de V.

(c) Mostre que a aplicagdo derivagdo, D : V' — C* (ver exercicio anterior), tem
imagem contida em V.

(d) Decida se D :V — V é invertivel.

(e) Resolva em V' a equagdo Df = sinz + e”.

ecida o valor légico das seguintes proposicoes:

a) Existem transformacdes lineares injectivas de R® para R?.

b) Existem transformacdes lineares sobrejectivas de R® para R3.

c) Existem transformacdes lineares injectivas de R3 para R°.

d) Existem transformacgdes lineares sobrejectivas de R? para R°.
) Existem transformagdes lineares injectivas do espago dos polinédmios de grau
menor ou igual a 3 para o espaco das matrizes 2 X 2.

(f) Existem transformacdes lineares sobrejectivas do espaco dos polinémios de grau

menor ou igual a 3 para o espaco das matrizes 2 X 2.

g) Qualquer transformac3o linear injectiva de R* para R* é sobrejectiva.

h) Qualquer transformac3o linear injectiva de R* para R® é sobrejectiva.

(i) Existe uma trasformac3o linear bijectiva do espaco dos polinémios de grau menor

ou igual a 3 para o das matrizes 2 x 2.
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Nameros Complexos

(14) Escreva em coordenadas cartesianas (a + bi) e em coordenadas polares (pe®)

seguintes numeros complexos:
(a) 3
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(15) Para um ndmero complexo z, determinar o médulo e o argumento de todas as suas

raizes de ordem n (n =1,2,3, ..

em termos do médulo e do argumento de z.

(16) Esboce os conjuntos dados pelas seguintes condigdes:

(@) |z +1—14] <3;

(b)) Imz>1leZ <argz <32t
(c) Rez+Imz=0;

(d) |z +1i| > 2|7 .

(17) Calcule v/—i, v/—i e v/—i e represente estes nimeros geometricamente.

(18) Resolva as seguintes equagdes:

() 22 +2iz4+i—1=0;
(b) zz —2+4+2z2=0;
(

1428
c) 2= (2—1i) + 45

(19) Exprima cos4yp e sin 3 em termos de cos ¢ e sin .

(20) Um espaco vectorial complexo é um conjunto V' munido de duas operacdes

VxV =V

S

(f,g) —f+g

chamadas adicido de vectores e produto de vectores por escalares complexos, satis-
fazendo as mesmas propriedades da definicdo de espaco vectorial real, substituindo

R por C.

Mostre que se V' é um espaco vectorial complexo com base v, ..

CxV =V

A Sy =

.), i.e., de todas as solucdes w da equagdo w™ = z,

,Un, €ntao o

mesmo conjunto equipado com adi¢cdo de vectores e mu|t|p||cacao restrlta a escalares

reais forma um espaco vectorial real com base vy, ..

s Uny W07, . .



