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ALGEBRA LINEAR A
FICHA 4
SOLUCOES SUMARIAS DOS EXERCICIOS iIMPARES

Coordenadas e Dimensao em R"

@10 (b)02 (©3 -1 (d-52 (3 —1

(a) dim(ENF) =1, dim(E+F) =2 (b) dim( = ( =
(c) dm(ENF) =1, dm(E+F)=4  (d) dim(ENF) =2, dim(E+F) = 4
(e) dm(ENF)=1,dim(E+ F) =2

Comentario: Para quaisquer subespacos F e F' de dimens3o finita, tem-se a
seguinte igualdade:

(*) dim(ENF)+dim(F + F) = dim E + dim F.

Se uy,...,u, € vy,...,v,, sao bases de E e F' respectivamente, considere-se a
matriz A cujas n + m colunas sdo os vectores destas duas bases. Entdo E + F
é 0 espaco das colunas de A. Também se verifica que dim(E N F) = dim N (A)
embora estes dois espacos vectoriais sejam diferentes. Logo, usando a igualdade
dim N (A) + dimZ(A) = #(colunas de )A, obtém-se (*) uma vez que o ndmero
de colunas de A é dim E + dim F'.
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Mudancas de Base

(a) TAMA+ B)= (M + B)!= (M) '+ Bt =) A"+ B' = \T(A) + T(B)
para quaisquer A € Re A, B € Myyo.

10

00

(b) ¢ = 0 1

0

0

(c) Como dim My, = 4, basta verificar que as matrizes

10 0 1 [—1 0 0 —1
Fl:{o 1}’F2:{1 o}’F?’: 0 1}’F4:L o}

sao linearmente independentes.

00 la—c b—d 0 0
a—c = 0 a=0
213 _ 8 sse ng . Portanto Fy, Fy, Fy e F sdo |. i.
a+c = 0 d=0
10 -1 O 100 O
01 0 -1 010 0
(d) 5= 01 0 1 D= 001 O
10 1 O 000 -1

(a) T(Ap(x) + q(x)) = 2(Ap(z) + q(z))" + (Ap(z) + q(z))”
= 2\p'(z) + zq'(z) + A\p"(x) + ¢"(z)
= Aazp/(x) +p"(z)) + (2¢'(z) + ¢"())
= AT(p(z)) + T(q(x))

para quaisquer A € R e p(z), q(x) € Ps.
[2 0 0
(b)y A= 1[0 1 0
2.0 0
1 -1 1 2 -2 2
(S=1[1 1 1| B=5"45=|-1 3 1
L -1 § -




(11)

(15)
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Nucleo, Imagem e Invertibilidade de Transformacdes Lineares

@ TAX+Y)=AMNX+Y) - (AX+Y)A = MAX+ AY —AXA-YA =
AT(X) 4+ T(Y) para quaisquer A € Re XY € Moyo.

(b) Ta(Id) = AId — IdA = 0 para qualquer matriz A, logo Id € N(T4),
logo dim N (T4) > 1. Como dim N (Ty4) + dimZ(T4) = dim M,,«,, entdo
dimZ(T,) < dim M,,,, e portanto Z(T4) # M xn, ou seja, T)x ndo é sobre-
jectiva.

(c) Nio. Por exemplo, se A =1d entdo Tiq(X) = IdX — XId = 0 para qualquer
X € M,,«, porque a matriz identidade comuta com todas as matrizes.

(a) A operacio de derivacdo de ordem n satisfaz (Af + g)™ = \f(™) 4 g™
para quaisquer A € Re f,g € C™.

b
c

d

(S

N (D) = {fungdes constantes}

(b)
(c) N(D?) = {polinémios de grau menor ou igual a 1}

(d) N(D™) = {polinémios de grau menor ou igual a n — 1}
(e) D (assim como D™) n&o é invertivel porque N (D) # {0}.

As proposicdes (a), (d) e (h) sdo falsas, todas as outras s3o verdadeiras.

Nameros Complexos

A equagdo w™ = z (para z € C fixo) resolve-se mais convenientemente usando
coordenadas polares. Se z # 0, a equagdo tem sempre n solu¢es dadas por

w= YreGt ) k=0,...,n—1

onde r = |z| (0 médulo de z) e § = arg(z) (o argumento de z). Portanto |w| = ¥/r
e arg(w) = £+225 mod 2r (i.e. a menos de um miltiplo inteiro de 27). Se z = 0,
entdo w = 0 € a unica solucdo de w™ = 0 para qualquer inteiro positivo n.
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As coordenadas polares de —i sdo | —i| = 1 e arg(—i) = 2, logo, em termos

. . 3w , g .
da exponencial complexa, —i = e2". O simbolo {/—i representa o conjunto dos
numeros da forma
(3+4k)7 .
e 2n v ,
Deduz-se que v/—t simboliza
37 \/5 \/5 Im

=gty e

comk=0,1,...,n—1.

e v/ —i simboliza

3, T ; 117\'1- 157ri

, e s e e 8
Os nimeros v/ —1i, v/—1i e v/—1 tém o aspecto na figura abaixo, onde a circunferéncia
tracejada tem raio 1.

Para um angulo ¢ real, temos
cos 3p +isin3p = > = (e#)® = (cosp +isin)® .
Como
(cos @ + isin p)® = cos® ¢ + 3i cos® @ sin p — 3 cos psin® ¢ — isin® ¢ |
extraindo as partes imaginarias, obtém-se
sin 3¢ = 3 cos® psing — sin® ¢ .
Temos cos 4 + isin 4p = 2% = (e¥))* = (cos p + isinp)?. Como

cost i + 4i cos® psin ¢
—6 cos? @ sin® o — 4i cos psin® ¢ +sin? ¢ |

(cosp +isinp)t =

extraindo as partes reais, obtém-se

cos 4o = cos* ¢ — 6cos? psin? ¢ + sin* ¢ .




