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Departamento de Matemática
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SOLUÇÕES SUMÁRIAS DOS EXERĆICIOS ÍMPARES

Coordenadas e Dimensão em Rn

(1) (a) 1, 0 (b) 0, 2 (c) 3, −1 (d) −5, 2 (e) 3, −1

(3)

(a) dim(E∩F ) = 1, dim(E +F ) = 2 (b) dim(E∩F ) = 2, dim(E +F ) = 4
(c) dim(E∩F ) = 1, dim(E +F ) = 4 (d) dim(E∩F ) = 2, dim(E +F ) = 4
(e) dim(E ∩ F ) = 1, dim(E + F ) = 2

Comentário: Para quaisquer subespaços E e F de dimensão finita, tem-se a
seguinte igualdade:

(*) dim(E ∩ F ) + dim(E + F ) = dim E + dim F.

Se u1, . . . , un e v1, . . . , vm são bases de E e F respectivamente, considere-se a
matriz A cujas n + m colunas são os vectores destas duas bases. Então E + F

é o espaço das colunas de A. Também se verifica que dim(E ∩ F ) = dimN (A)
embora estes dois espaços vectoriais sejam diferentes. Logo, usando a igualdade
dimN (A) + dim I(A) = #(colunas de )A, obtém-se (*) uma vez que o número
de colunas de A é dim E + dim F .
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Mudanças de Base

(5)

(a) T (λA + B) = (λA + B)t = (λA)t + Bt = λAt + Bt = λT (A) + T (B)
para quaisquer λ ∈ R e A, B ∈ M2×2.

(b) C =









1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1









(c) Como dimM2×2 = 4, basta verificar que as matrizes

F1 =

[

1 0
0 1

]

, F2 =

[

0 1
1 0

]

, F3 =

[

−1 0
0 1

]

, F4 =

[

0 −1
1 0

]

são linearmente independentes.

aF1 + bF2 + cF3 + dF4 =

[

0 0
0 0

]

sse

[

a − c b − d

b + d a + c

]

=

[

0 0
0 0

]

sse














a − c = 0
b − d = 0
b + d = 0
a + c = 0

sse















a = 0
b = 0
c = 0
d = 0

. Portanto F1, F2, F3 e F4 são l. i.

(d) S =









1 0 −1 0
0 1 0 −1
0 1 0 1
1 0 1 0









, D =









1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1









(7)

(a) T (λp(x) + q(x)) = x(λp(x) + q(x))′ + (λp(x) + q(x))′′

= xλp′(x) + xq′(x) + λp′′(x) + q′′(x)
= λ(xp′(x) + p′′(x)) + (xq′(x) + q′′(x))
= λT (p(x)) + T (q(x))

para quaisquer λ ∈ R e p(x), q(x) ∈ P2.

(b) A =





2 0 0
0 1 0
2 0 0





(c) S =





1 −1 1
1 1 1
1 1 −1



, B = S−1AS =





2 −2 2

−1
2

3
2

−1
2

−1
2

3
2

−1
2




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Núcleo, Imagem e Invertibilidade de Transformações Lineares

(9)

(a) T (λX + Y ) = A(λX + Y ) − (λX + Y )A = λAX + AY − λXA − Y A =
λT (X) + T (Y ) para quaisquer λ ∈ R e X, Y ∈ M2×2.

(b) TA(Id) = AId − IdA = 0 para qualquer matriz A, logo Id ∈ N (TA),
logo dimN (TA) ≥ 1. Como dimN (TA) + dim I(TA) = dimMn×n, então
dim I(TA) < dimMn×n e portanto I(TA) 6= Mn×n, ou seja, TA não é sobre-
jectiva.

(c) Não. Por exemplo, se A = Id então TId(X) = IdX − XId = 0 para qualquer
X ∈ Mn×n porque a matriz identidade comuta com todas as matrizes.

(11)

(a) A operação de derivação de ordem n satisfaz (λf + g)(n) = λf (n) + g(n)

para quaisquer λ ∈ R e f, g ∈ C∞.

(b) N (D) = {funções constantes}
(c) N (D2) = {polinómios de grau menor ou igual a 1}
(d) N (Dn) = {polinómios de grau menor ou igual a n − 1}
(e) D (assim como Dn) não é invert́ıvel porque N (D) 6= {0}.

(13) As proposições (a), (d) e (h) são falsas, todas as outras são verdadeiras.

Números Complexos

(15)

A equação wn = z (para z ∈ C fixo) resolve-se mais convenientemente usando
coordenadas polares. Se z 6= 0, a equação tem sempre n soluções dadas por

w = n
√

rei( θ

n
+ 2πk

n
) , k = 0, . . . , n − 1

onde r = |z| (o módulo de z) e θ = arg(z) (o argumento de z). Portanto |w| = n
√

r

e arg(w) = θ
n
+ 2πk

n
mod 2π (i.e. a menos de um múltiplo inteiro de 2π). Se z = 0,

então w = 0 é a única solução de wn = 0 para qualquer inteiro positivo n.
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(17)

As coordenadas polares de −i são | − i| = 1 e arg(−i) = 3π
2

, logo, em termos

da exponencial complexa, −i = e
3π

2
i. O śımbolo n

√
−i representa o conjunto dos

números da forma
e

(3+4k)π
2n

i , com k = 0, 1, . . . , n − 1 .

Deduz-se que
√
−i simboliza

e
3π

4
i = −

√
2

2
+

√
2

2
i e e

7π

4
i =

√
2

2
−

√
2

2
i ,

3
√
−i simboliza

e
3π

6
i = e

π

2
i = i , e

7π

6
i = −

√
3

2
− 1

2
i e e

11π

6
i =

√
3

2
− 1

2
i ,

e 4
√
−i simboliza

e
3π

8
i , e

7π

8
i , e

11π

8
i e e

15π

8
i .

Os números
√
−i, 3

√
−i e 4

√
−i têm o aspecto na figura abaixo, onde a circunferência

tracejada tem raio 1.

√
−i

3
√
−i

4
√
−i

(19)

Para um ângulo ϕ real, temos

cos 3ϕ + i sin 3ϕ = e3ϕi = (eϕi)3 = (cos ϕ + i sin ϕ)3 .

Como

(cos ϕ + i sin ϕ)3 = cos3 ϕ + 3i cos2 ϕ sin ϕ − 3 cos ϕ sin2 ϕ − i sin3 ϕ ,

extraindo as partes imaginárias, obtém-se

sin 3ϕ = 3 cos2 ϕ sin ϕ − sin3 ϕ .

Temos cos 4ϕ + i sin 4ϕ = e4ϕi = (eϕi)4 = (cos ϕ + i sin ϕ)4. Como

(cos ϕ + i sin ϕ)4 = cos4 ϕ + 4i cos3 ϕ sin ϕ

−6 cos2 ϕ sin2 ϕ − 4i cos ϕ sin3 ϕ + sin4 ϕ ,

extraindo as partes reais, obtém-se

cos 4ϕ = cos4 ϕ − 6 cos2 ϕ sin2 ϕ + sin4 ϕ .


