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Produto Interno Usual

(a) 9:arccos#%5 (b) u-v=0ssek=-2 (031,13

(a) (z,y,2) = (£,3t,2t), t € R

(b) Como o ponto (—1,—2, —3) pertence a recta, a distancia pedida é zero.
—3r+y=0

@ {5

(d) (_37 17 0)' (_27 07 1)

(e) (17 17 1) + Oé(—?), 17 0) + 6(_27 07 1)1 Oé,ﬂ eR

(f) z+3y+2z =

(g) A distancia d do ponto (—1,—2,—3) ao plano P é igual a norma do vector

projes ((—1,—2,—3) — (1,1, 1)) = ((_2’_3’ . (13 ) |(1,3,2)

(1,3,2)] ) 1(1,3,2)] °
onde S = £L((-3,1,0),(—2,0,1)) é a direcgdo do plano P, o seu ortogonal
S+ é o subespaco gerado por (1,3,2), por exemplo, e (1,1,1) é um qualquer

ponto pertencente a P. Portanto d = ‘(—2, —3,—4) - ﬁ%‘ = \}—%.

Produto Interno Geral

Todas as operagdes sdo simétricas e lineares. Quanto a positividade:

(a) Nao satisfaz: < (0,1),(0,1) >=0 mas (0,1) # (0,0).

(b) N&o satisfaz: <« (—1,1),(—=1,1) >= -2 <0.

(c) Satisfaz: ((x1, T2, 23), (71, Te, 3)) = 2234322 +4x3 > 0 para qualquer vector
(71,9, 23) € R3 e ((w1, 2, 73), (21,72, 23)) = 0 sse 11 = x5 = x3 = 0.

(d) Satisfaz:  ((x1, a9, z3), (T1, T2, 73)) = 22?2 + 2mymy + 223 + 25 = 23 +
(r1 + 22)? + 23 + 22 > 0 para qualquer vector (z1,79,73) € R3 e
((z1, T, 13), (71,72, 73)) = 0 sse (x1 + 29)* = 22 = 22 = 25 = 0 sse
Tl = Ty = T3 = 0.

ssex =y =0.
(f) N3o satisfaz: < (1,1),(1,1) >=0 mas (1,1) # (0,0).
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e A simetria decorre da primeira parte da sugestao e das propriedades das
matrizes transpostas (CD)' = D!C" e (C*)! = C:

(A, B) = tr (A'B) = tr (A'B)! = tr (B'A) = (B, A) .

e Quanto a linearidade, considere-se quaisquer A € R e matrizes A, B,C e
note-se a linearidade do traco:

(M + B,C) = tr (M + B)'C)
= tr (AA'C' + B'C)
= Mr (A'C) + tr (B'C)
= MA,C)+(B,C) .

e Para verificar a positividade, escreva-se A em termos das suas colunas:

| | R
L BN
Entao
_ Ut _ V1:-UV1 V1V ... UVU1-Up
AtA .1 U’ U‘ Vg Uy V2V ... Ug:Up
= : 1 .- n =
- Up — ’ | ' ’

Up V1 Up-Vo ... Up- Uy

pelo que o traco (que é a soma das entradas da diagonal) é
tr A'A=v; - vy +vy-Vo+ ...+, 0, .
N~ = S——
|v1 |2 |va|? vn|?

Sendo uma soma de ndmeros n3o negativos, tr A’A > 0 sempre, e sé se anula
quando todas as parcelas sao zero, i.e.,

tr AAA=0 <= |[v°=...=|)*=0 <= v=...=v,=0,
o que demonstra a positividade de (-, -).
aq by
Uma matriz m x 1 é uma coluna de m entradas. Se A= | : | eB= | |,
Cm b

entio A'B = a;b; + - - - apb,, e portanto tr A'B = a1b; +. ..+ a,,b,, reduz-se
ao produto interno usual em R™.

Uma matriz 1 x n é uma linha de n entradas. Se A = [al am} e
B = [bl bm}, entdo o produto A'B é uma matriz n X n cujo traco é
arby + ...+ ayb,, ou seja, coincide com o produto interno usual em R™ dos
vectores (colunas) A e B'.




(13)
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e Esta operacao é sempre linear.

e Esta operagdo é simétrica sse a matriz A é simétrica (i.e., A = A").
e Falta verificar quando é que satisfaz a propriedade da positividade.

Seja A = {Z Z} uma matriz simétrica e v = (z,y) um vector em R% Entdo
(v,v) = ax® 4 2bzy + dy*.

Se a < 0, a operagdo ndo satisfaz a positividade: por exemplo, para v = (—1,0) #
(0,0) obtém-se (v,v) = ax? < 0.

Suponhamos que a > 0. Completando os quadrados, tem-se

b 2 b?
— arl4+2 2 _ — d— =142 .
(v,v) = ax” + 2bzy + dy (ﬁx—l— \/_y) + ( a) Y

Ent3o
2

b
(v,v) >0V, ye R <= d——>0 < detA>0,
a

e nesse caso (quando a > 0 e det A > 0) tem-se

{\/E:U—l—\/iay:O

v,v) =0
(v.0) -

— z=y=0.

~ : : : a bl ,
Conclusdo: (v, w) = v*Aw define um produto interno sse a matriz A = [c d] é

simétrica (i.e., b=c), a>0edet A> 0 (i.e., ad — bc > 0).

Processo de Gram-Schmidt

Primeiro acha-se uma base do nicleo e da imagem e depois aplica-se o processo de
Gram-Schmidt.

1 1
(a) 76(1’_2’1’0)’ E(Q,—l,—4, 3)
(b) (%7%7%)1 (%7%a_§>




englishALGEBRA LINEAR A — FICHA 5

Matrizes Ortogonais, Transpostas e Simétricas

(15) | (a) Sim (b) Sim (c) Sim

(17) | Por exemplo, os vectores (1,1,1,1) e (1,2,5,4) formam uma base de V.

Vai-se mostrar a igualdade, verificando as inclusdes nos dois sentidos:
Ker A C Ker A*A e Ker A*A C Ker A.

1°) Mostrar que Ker A C Ker A'A:
vEKer A « Av=0 = A'Av =0 <= v € Ker (4'A) .

2°) Mostrar que Ker A'A C Ker A:
Tem-se
vEKer A'A «—= A'Av=0 < Av € Ker A" .

Mas como
Im A = (Ker A)* e Ker A'N (Ker A")* = {0},
conclui-se que Av =0, i.e. v € Ker A.

Por definicio de imagem de A, tem-se Av € Im A. Portanto Av € Ker A'NIm A.




