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ALGEBRA LINEAR A
FICHA 6
SOLUCOES SUMARIAS DOS EXERCICIOS iIMPARES

Propriedades dos Determinantes

Por definicao do determinante de uma matriz 3 x 3, tem-se det A = 7.

A Unica contribui¢do n3o nula para o determinante de B é a do produto das entradas
da anti-diagonal, pelo que det B = 1.

Uma vez que todas as colunas da matriz C' sdo iguais, tem-se det C' = 0.

Olhando para as entradas ndo nulas da matriz D, nota-se que a Unica contribuicdo
ndo nula para o somatério que da o determinante (definicdo do determinante) é a
que é dada pelo produto das seguintes entradas:
e 5 da 42 linha e 5 coluna,
e 2 da 22 linha e 42 coluna,
e 2 da 12 linha e 3? coluna,
e 9 da 3?2 linha e 22 coluna,
e 3 da 5?2 linha e 12 coluna,
ou seja, pelo produto
@13 Q24 A32 A45 0451
S
2 2 9 5 3
De facto, esta é a (Unica maneira de escolher exactamente uma entrada de cada
linha e de cada coluna evitando todas as entradas nulas. Como a correspondente
permutacdo o = (3,4,2,5,1) é par, vem

det D =4+2x2x9x5x3=2540.

Comentario: Alternativamente, para se calcular det(D) poder-se-ia aplicar a
férmula de Laplace (ao longo da 12 coluna ou da 42 linha).
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Na definicio de determinante
det A = Z(—l)"alo(l) cee a10(5) s

onde o percorre todas as permutacoes de cinco elementos, a permutacdo que colhe
todas as entradas iguais a 1000 é o = (2,4,1,5,3). Como esta permutag3o é par,
entao
det A =1000"+ > (=1)%aipq) - Qio() -
o#(2,4,1,5,3)
Qualquer outra permutagdo apanha no maximo trés entradas iguais a 1000. Por-
tanto

det A =1000"+ > (=1)%aipq) - - d1e(z) > 1000° = 1199 - 1000 > 0
0#(2,4,1,5,3)

porque as entradas diferentes de 1000 sdo inferiores ou iguais a 9, e hd 119 per-
muta¢des de cinco elementos diferente de (2,4, 1,5,3). Logo, det A é positivo.

(a) Por definicdo de determinante, f(z) é dada pela soma com sinais dos produtos
de trés entradas de linhas e colunas diferentes. Portanto, é um polinémio em
x onde o termo de maior grau é um miltiplo de z2.

(b) Quando z = a (ou = = b, respectivamente), a terceira coluna da matriz é igual
a primeira (ou a segunda, respectivamente), portanto o determinante é zero.
Sendo f uma fun¢do quadratica com duas raizes a e b, ent3o é da forma

flx) =k(x —a)(x—0b) .
Para calcular o valor de k basta calcular f num ponto particular, por exemplo,
em x = (:

f(0)=ab®> —a’b=k(0 —a)(0 —b) =abk = k=b—a.

(c) A matriz é invertivel sse o seu determinante é diferente de zero, ou seja, sse
f(z) #0, ou seja, sse x #a e x #b.
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Férmula de Laplace e Regra de Cramer

Aplicando a férmula de Laplace ao longo da segunda linha de A, obtém-se

cosa —sino
sina  cos«

detA:2det[ }:2(0082a+sin2a):27é0

para qualquer o € R. Portanto, a matriz A é sempre invertivel.

A entrada ij da matriz dos cofactores cof A é dada por (—1)"™/ det(A;;). Assim,
se as entradas de A s3o ndmeros inteiros, as entradas de cof A também s3o. Como
1
Al = fA)
der A of A

se det(A) = 1 (ou se det A = —1), ent3o as entradas de A~! também s3o garan-
tidamente nimeros inteiros.
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Area e Volume

O determinante de uma matriz, se for positivo, é o volume do paralelepipedo definido
pelas suas linhas (ou colunas). O paralelepipedo definido pelos vectores vy, vg, v3,
vy € R* com componentes 1, —1 ou 0 tem volume maximo quando os vectores s3o
ortogonais entre si e tém norma mdaxima que, neste caso, é 2.

Considere-se a seguinte matriz

1 -1 -1
-1 1 -1
-1 -1 1

1 1 1

As linhas de A s3o ortogonais e cada uma tem norma 2. Portanto, o determinante
de qualquer matriz 4 x 4 com entradas 1, —1 ou 0 € menor ou igual ao determinante
da matriz A.

Para calcular det A pode-se aplicar o método de Gauss:

A:

—_ = =

1 1 -1 —1] 1 1 -1 —1]

4 - |t -ro1o-1p o jo =22 0
1 -1 -1 1 0 -2 0 2
11 1 1 0o 0 2 2
[1 1 -1 —1] 1 1 -1 -1
0 -2 2 0 0 -2 2 0

— oo —2 2| "o o —2 2|8

0o 0 2 2 0 0 0 4

Como ndo se multiplicou nenhuma linha por escalares, nem se permutou linhas,
det A = det B = 16. (Tratando-se de uma matriz triangular superior, o determi-
nante de B é o produto das entradas na diagonal principal.)

Comentario: Geometricamente podiamos deduzir que det A = 16 uma vez que se
trata do volume de um cubo (pois as suas arestas sdo vectores ortogonais com o
mesmo comprimento). A drea de um quadrado de lado ¢ é /2. O volume de um
cubo em R? de lado ¢ é 3. Por analogia, o volume de um cubo em R* de lado ¢ é
¢*. Neste caso, o cubo tem lado 2, portanto det A = 2* = 16, que foi o resultado
obtido pelo método de Gauss.
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Valores Proprios e Vectores Préprios

(a) Seja A a matriz dada. O vector v # 0 é vector préprio de A sse Av = \v para
algum A € R. Se v = (1, x2, T3, T4, T5),

T1+ Ty + X3+ Ta+ T5 AT
T1+ Ty + X3+ Ta+ T5 ATy
Av =X <= |1+ ze+a3+x4+a5| = |A23
T1+ o+ T3+ Ty + Ts )\564
1+ To+ T3+ T4+ Ty )\565

A I1+ZE2+I‘3+ZL‘4+I‘5:)\ZL‘1:)\1'2:)\1‘3:)\1'4:)\1'5

A=0
{x1+x2+x3+x4+x5:0

A=1
ou
T1 = X2 = X3 = Ty4 — Ty

Conclusdo: Os valores préprios da matriz sdo 0 e 1. Os vectores préprios
associados a A = 0 s3o os vectores ndo nulos do niicleo da matriz N (A) =
£((-1,0,0,0,1),(-1,0,0,1,0),(-1,0,1,0,0),(—1,1,0,0,0)). Os vectores
préprios associados a A = 5 sdo os mulltiplos escalares ndo nulos do vector
(1,1,1,1,1).

(b) Seja A a matriz dada na alinea (a) e B a matriz dada nesta alinea. Ent3o
B = A+ 3Id. O polinédmio caracteristico de B é

pe(A) = det(B — A\ld) = det(A — (A = 3)Id) = pa(A —3) .

Logo, A é valor préprio de B sse A\ — 3 é valor préprio de A. Portanto os valores
préprios de B sdo 3 e 8. Os vectores préprios de B associados a A = 3 sdo os
vectores préprios de A associados ao valor préprio 0 de A porque Bv = 3v sse
Av = 0. Os vectores préprios de B associados a A = 5 sdo os vectores préprios
de A associados ao valor préprio 5 de A porque Bv = 8v sse Av = Hu.

O vector v # 0 é vector préprio associado ao valor préprio A\ de S~'AS sse
S7LASv = v see ASv = A\Sv sse Sv é vector préprio de A associado ao valor
préprio . Daqui conclui-se que as matrizes S~'AS e A tém os mesmos valores
préprios.
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(a) A reflexdo de qualquer vector sobre a recta z = —y coincide com ele préprio,
logo os vectores (x,—x), com x # 0, sdo os vectores préprios associados ao
valor préprio A = 1. A reflexdo de um vector perpendicular a recta x = —y €
0 seu simétrico, logo os vectores (x, ), com x # 0, sdo os vectores préprios
associados ao valor préprio A = —1.

(b) Rodar um vector de um angulo 7 em R? é o mesmo que multiplici-lo pelo
escalar —1. Logo todos os vectores em R?\ {0} sdo vectores préprios associados
ao valor préprio A = —1.

(c) E semelhante 3 alinea (a). A reflexdo de qualquer vector sobre o plano P
coincide com ele préprio, logo os vectores préprios associados ao valor préprio
A = 1 s3o os vectores em P\ {0}. A reflexdo de um vector perpendicular ao
plano P é o seu simétrico, logo os vectores préprios associados ao valor préprio
A = —1 s3o os vectores em P+ \ {0}.

(d) Um vector na recta L é projectado em si mesmo, logo os vectores em L\ {0}
sao vectores préprios associados ao valor préprio A = 1. Um vector ortogonal a
recta L é projectado no vector nulo, logo os vectores em L\ {0} sdo vectores
préprios associados ao valor préprio A = 0.

Polindmios Caracteristicos

Os valores préprios de A! s3o as raizes do polinédmios caracteristico:

pat(A) = det(A" — NId)
det(A" — (AId)?) (porque (AId)" = AId)
det(A — AId)?
det(A — MId) (porque det B! = det B)

= pa() .

Ou seja, A e A' tém o mesmo polinédmio caracteristico, logo tém os mesmos valores
préprios.




