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ALGEBRA LINEAR A
FICHA 7 — VECTORES PROPRIOS E DIAGONALIZACAO

Célculo de Valores Préprios

(1) Usando o polinémio caracteristico, calcule os valores préprios das seguintes matrizes
e as respectivas multiplicidades algébricas.
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(2) Mostre que os valores préprios reais de uma matriz ortogonal sé podem ser +1.

(3) Considere a matriz

A:

> O O
w o =
O = O

onde k é uma constante real arbitraria. Para que valores de k é que a matriz A tem
trés valores préprios distintos? Sugestdo: esboce o gréfico da fungdo g(\) = A3 — 3\
e ache os seus maximos e minimos locais.

Calculo de Vectores Préprios

(4) Para cada uma das seguintes matrizes, ache os valores préprios, uma base de cada
espaco proprio e, se possivel, uma base prépria da matriz.
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1 01 1 01 -1 01 8 (1] (1] 8
E=1010 F=10 20 G=1|-3 01 H = 000 0
000 0 01 -4 0 3 000 1

(5) Considere a matriz
1 a b
A=10 1 ¢
0 0 2
onde a, b e ¢ s3o constantes arbitrdrias. Como é que as multiplicidades geométricas
dos valores proprios 1 e 2 dependem das constantes a, b e ¢? Quando é que ha uma
base prépria de A?

Diagonalizacao

(6) Decida se cada uma das matrizes M do exercicio (4) é diagonalizavel. Sempre que
possivel, ache matrizes S invertivel e D diagonal tais que S~'MS = D.

(7) Considere uma matriz n x n diagonalizdvel A com m valores préprios distintos
A1,y Am. Mostre que

(A= MId)(A = XId) ... (A= AnId) =0

(8) Para que valores de a, b e c reais é que as seguintes matrizes sdo diagonalizaveis?

I P I S

Matrizes Semelhantes

(9) Mostre que a relagdo de semelhanga entre matrizes nxn é uma relacdo de equivaléncia,
ie., é
(a) reflexiva: qualquer matriz A é semelhante a si prépria;
(b) simétrica: se A é semelhante a B, entdo B é semelhante a A; e
(c) transitiva: se A é semelhante a B e B a C, entdo A é semelhante a C.
Conclua que, em particular, se duas matrizes A e B sdo ambas semelhantes a uma
terceira matriz M, entdo A é semelhante a B.
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(10) Decida se as matrizes dos seguintes pares sdo semelhantes.
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(11) Suponha que B = S™'AS para certas matrizesn xn A, Be S.
(a) Mostre que se v € Ker B, entdo Sv € Ker A.
(b) Mostre que a transformagdo linear 7' : R" — R", T'(v) = Sw, fornece uma
bijeccdo entre Ker B e Ker A, i.e., a restricdo T : Ker B — Ker A é bijectiva.
(c) Mostre que A e B tém a mesma nulidade e a mesma caracteristica.

(12) (a) Mostre que se B = S~'AS para matrizes quadradas A, B e S invertivel, entdo
B"=S7tA"S paran=1,2,3,....

(b) Determine uma férmula para B", n =1,2,3,..., onde B = {

N[O |
[N N9

(13) Ache duas matrizes 2 x 2 A e B tais que AB n&o é semelhante a BA.
Sugestdo: Pode ser AB =0 mas BA # 0.

Nameros Complexos

(14) Se z é um nimero complexo escrito em coordenadas polares, descreva % em coor-

denadas polares. Qual é a relacdo entre o complexo conjugado Z e %? Represente
ndmeros z, Z e % no plano complexo.

(15) Determine todos os valores préprios e vectores préprios (reais e complexos) das
seguintes matrizes.
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(16) (a) Considere um polinémio p(A\) com coeficientes reais. Mostre que se um nimero
complexo A\g é uma raiz de p(\) (i.e., p(\g) = 0), entdo o seu complexo conju-
gado )\ também ¢ raiz de p(\).

(b) Considere uma matriz n x n com entradas reais A. Mostre que se A\ é um valor
préprio complexo de A associado a um vector préprio complexo v, entdo Ao
também ¢é valor préprio complexo de A e © é um correspondente vector préprio
complexo. Ou seja, valores préprios complexos e vectores préprios complexos
de uma matriz real surgem em pares de complexos conjugados.

Forma Canodnica de Jordan

(17) Para cada uma das seguintes matrizes M, ache uma forma canénica de Jordan J e
uma respectiva matriz de mudanca de base S tal que S~!MS = J.

3 1
3 0 2 2 3 1
ST I VO I
~3 3
00 0 0 —1 0 2 0 0
D=10 0 —1 E=|-1 0 -1 F=[0 -1 —6
01 0 0 1 0 0 1 4

(18) Decida quando é que as matrizes dos seguintes pares (com a, b, ¢,d € R) s3o seme-
lhantes.

a b a c a b a b
@l o i i ]
(19) Dada uma matriz n x n A defina formalmente para t € R a matriz
2 3
At 21" 3l”
e =Id+ At+ A o + A 3 + ...
(a convergéncia desta série de matrizes é demonstrada em disciplinas de Andlise).
(a) Sendo J a forma candnica de Jordan de A (i.e., J é uma matriz de Jordan e
S~1AS = J), mostre que
et = Selts1

(b) Mostre que se J = 8\ /\] é um bloco de Jordan 2 x 2 para o valor préprio ),
entdo ]
. P n)\n—l_ e)\t te)\t
J :{0 \n (n=1,2,3,...) e eJt:[O By

(c) Usando os resultados das alineas anteriores, calcule ¢™* para as matrizes M do
exercicio (17).

(20) Determine uma forma candnica de Jordan para a transformacao linear correspondente
a derivagao D : V' — V no espaco vectorial V' dos polinémios complexos de grau
menor ou igual a 3.



