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SOLUCOES SUMARIAS DOS EXERCICIOS {MPARES

Calculo de Valores Préprios

Os polinédmios caracteristicos s3o: pa(\) = A2 —4)\ + 3, pp(\) = A2 — 5\ — 2,
pe(N) = =X =3\ = =XN(A=3), pp(\) = =N =X+ A+1=—-A+1)})(A\-1)
e pp(A) = A= X3 = A2+ X = A(XA — 1)} (A + 1). Portanto os valores prérios de A
sao 3 e 1, os de B sao %,osdeCséoOe—B, osde Dsao—1lel,eosde &
sao —1,1e0.

Comentadrio: Sendo A uma matriz triangular, os seus valores préprios sdo as en-
tradas da diagonal.

O polinémio caracteristico de A é

X 1 0
paAN)=det | 0 X 1| ==MN4+3\+k.
k3 =\

Portanto A tem trés valores préprios distintos sse p4 tem trés zeros distintos sse
g(\) :== X\? — 3\ atinge o valor k em trés pontos \ distintos.
A fun¢do ¢ atinge os maximos e minimos locais quando a sua derivada é zero:

dN) =32 -3=0<= \=+1.

Observe-se o gréfico de g em baixo. Quando k vale g(1) = —2 (o minimo local
de g) ou g(—1) = 2 (o maximo local), ha apenas duas solugdes de g(\) = k, i.e.,
o polinémio p, tem apenas dois zeros distintos. Quando k& < —2 ou k > 2, ha
apenas uma solucdo de g(\) = k, i.e., o polinémio p4 tem apenas um zero. Quando
—2 < k < 2, ha trés solugdes de g(\) = k, i.e., o polinémio p4 tem trés zeros.
Logo, A tem trés valores préprios distintos sse k €] — 2,2].

)

Gréafico da funcdo g(\) = A3 — .




ALGEBRA LINEAR A — FICHA 7

Célculo de Vectores Proprios

Como A é uma matriz triangular superior, os valores préprios sdo as entradas da
diagonal principal: 1 é valor préprio com multiplicidade algébrica 2 e 2 é valor préprio
com multiplicidade algébrica 1.

A multiplicidade geométrica é sempre menor ou igual a multiplicidade algébrica
(e sempre positiva), portanto o valor préprio 2 tem multiplicidade geométrica 1,
independentemente das constantes a, b e c.

Para calcular a multiplicidade geométrica de 1, determina-se o espaco préprio F; =

N(A—-1d):

0 a b 0 a O
A—-1d = c|l — 1| =B
1 0

Se a = 0, a matriz A — Id tem apenas uma coluna n3o nula, logo o seu nicleo tem
dim F; = 1. Se a # 0, a matriz A—Id tem duas colunas linearmente independentes,
logo dim E; = 1. Assim, o valor préprio 1 tem multiplicidade geométrica 2 quando
a = 0 e tem multiplicidade geométrica 1 quando a # 0. Ha uma base prépria de A
sse a = 0.

Diagonalizacao

Seja vy, ..., v, uma base prépria. Entao
(*) (A= Aild)v; = (A — Ai)v;

onde v; é vector préprio associado ao valor préprio \;. Em particular, tem-se
(A — )\ZICDU] =0se )‘j = )\z

Seja v um vector qualquer em R™. Como wvy,...,v, formam uma base, existem
escalares ¢y, ..., c, € R tais que
(**) V=001 4 F vy

Multiplicando pela matriz (A — A\Id)(A — A2ld) - - - (A — A, Id) ambos os membros
de (**) e usando a igualdade (*), obtém-se

(A= MId)(A = XoId) - (A = ApId)v =0

porque todos os v; sdo vectores préprios de A e Ai,..., )\, sdo todos os valores
préprios de A. Finalmente, como v é um vector arbitrario, conclui-se que

(A= MId)(A = NoId) -+ (A — ApId) =0 .
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Matrizes Semelhantes

Por definicdo, a matriz A é semelhante a B se existe uma matriz invertivel S tal

que B=S5"1AS.

(a) Tome-se S =1Id.

(b) Se A é semelhante a B, entdo B = S 'AS para alguma matriz S, mas
B=S"1AS8 <= A= SBS™! logo B é semelhante a A.

(c) Se A é semelhante a B e B a C, entdo existem matrizes invertiveis S e T tais
que B=S"1ASeC =T"'BT. Logo

C=T'BT =T 'S 'AST = (ST) *A(ST) ,

ou seja, A é semelhante a C.

Sejam A e B matrizes semelhantes a M. Pela simetria, M é semelhante a B.

Pela transitividade, como A é semelhante a M e M é semelhante a B, entdo A é
semelhante a B.

veKer B < Bv=0
(a) — STASV =0
— A(Sv)=0
<~ SveKerA
(b) Na alinea (a) mostrou-se que a restricdo de 7' : Ker B — Ker A estd bem
definida, i.e., T(Ker B) C Ker A. A injectividade e a sobrejectividade de
T : Ker B — Ker A decorrem da invertibilidade de S e dos calculos na
alinea (a).
(c) As matrizes A e B tém a mesma nulidade porque existe uma bijeccdo entre
Ker A e Ker B. Portanto A e B também tém a mesma caracteristica porque

dimKer A 4+ carA = dim R"” = dim Ker B 4 carB .

0 0 0 1 0 0
semelhantes, porque a matriz nula é a tinica matriz semelhante a matriz nula.

Sejam A = [O 1} e B= [0 O] Entdo AB = [0 1] e BA = [8 8] ndo sao
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Nameros Complexos

O polinémio caracteristico de A é pa()\) = det(A — AId) = A\? — 4\ + 13. Portanto
os valores préprios de A s3o

paA(A)=0<=A=2+3iouA=2—-3i.

O polinémio caracteristico de B é

-2 0 1
pe(A) = det(B—Md)=det | 1 —XA 0
0 1 =X

= “N4+1l=-A=-1)N\+1+1).

Portanto os valores préprios de B sao

2 2

—1+14V3 1+14v3
pB()\):0<:>)\:10u)\:L\/_ou)\— i3

O polinémio caracteristico de C' é

-2 0 O 1
1 =X 0 0
po(A) = det(C — Ald) = det 0 N 0

= M-1=N-1D)N+D)=Q0=-1DA+1)(N+1).
Portanto os valores préprios de C' sdo

pc(A)=0<=A=1loul=—-loul=ioul=—i.
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Forma Canédnica de Jordan

Os valores préprios de A sdo

3—A 0
-2 2—-A

Como sao dois valores diferentes, admitem dois vectores préprios linearmente inde-
pendentes, pelo que a matriz é diagonalizavel e pode-se tomar

2 0
=105
Os vectores préprios para A = 2 s3o os vectores [ cg } que verificam

23] (2] = e

Uma base destes vectores proprios é constituida por

we[0]

Os vectores préprios para A = 3 sdo os que verificam

ESIHE e

det{ }:O<:>(3—/\)(2—)\):0<:>>\:30u)\:2.

Uma base destes vectores proprios é constituida por

— 1 ]
Vo = _2 |
Portanto, uma matriz de mudanca de base é
0 1
=]V 2]

N R

Comentario: Para calcular os vectores préprios associados a A poder-se-ia simples-
mente ter calculado o nicleo de A — Ald.
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Os valores préprios de B sdo

3\ 1

2 2
— XN —-4\+4=0
— (A-22=0
= A=2.

Como n3o pode haver dois vectores préprios linearmente independentes (nesse caso
o0 espaco préprio seria todo o R? e portanto B teria de ser igual a 2Id o que ndo é

0 caso), conclui-se que
121
10 2

Um vector préprio associado a A = 2 é uma solucao da equacao

(3—12151)11:0
saEHIHEN
~— a=20b.

Uma base dos vectores préprios é constituida por

-t

Um vector préprio generalizado associado ao vector préprio v é uma solu¢do w da
equacao

(B —2ld)w =wv
11 a 1
= [ 1][3]-[1]
— —la+3b=1
Pode-se tomar, por exemplo, a = —1 e b =1, isto é

| -1
w= 1]
Conclui-se que uma matriz de mudanca de base S tal que B = SJS! é

[ ]

B:SJS—1=“ _}H(Q) éH—

DO 0 [
DO |0 | =
|




ALGEBRA LINEAR A — FICHA 7 7

Os valores préprios de ' sdo

det[g_/\ 1}:O

PR (3=A)(2-X)+2=0

—

<~ XN —-5MA+8=0
5+v—T7

= A==

portanto a matriz é diagonalizdvel e tem-se

Je [ 5—&-;\/7 0 ]

5—i/7
0 /7

Os vectores préprios para A = 5+§/7 sao os que verificam

% e |[1]- (] = o (B9)

portanto, uma base dos vectores préprios para A = E’*%ﬁ é constituida por

1
U= | —145v7 | -
2

Como C' é uma matriz real, os vectores préprios para \ = 5’T‘ﬁz sao os conjugados

dos vectores préprios para A = 5+T‘ﬁz Logo, uma base dos vectores préprios é
constituida por

1
V2 = | 14iv7 | -
2

A matriz de mudanca de base é

1 1
S = { —144V/7  —1-i/T }
2 2

B 1 1 54+iV7 0 —i+VT
C=5J8"= [ —1—&;\/7 —1—;\/7 } [ > j ] [ 3[\%
2

(@)
T
S

3
S-Sl
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Os valores préprios de D sdo as solucdes de

—A 0 0
det 0 =\ 1|=0 <= =XN-)X=0
0 1 =\

— AN +1)=0
<— A=0o0oul==:.

Conclui-se que a matriz é diagonalizavel e pode-se tomar

00 0
J=10 47 0
0 0 —i
Claramente,
1
v = 0
0
é um vector préprio de A = 0. Os vectores proprios de A = i sdo os que verificam
- 0 0 a 0
0 —i —1 b =10
0 1 — c 0
—ia =0
— —itb—c=0
b—ic=0

— a=0ec=—ib.
Uma base dos vectores préprios para A = ¢ é dada por
0
Vg = 1
—1
Como D é uma matriz real os vectores proprios associados a —i sdo os conjugados
dos vectores préprios de i. Uma base é entdo dada por

0
v3="1; = | 1
1

Consequentemente, uma matriz de mudanca de base é dada por

1 00
S=1]0 11
0 —i i
S
1 00][oo0o o][10 O
D=SJS'=|0 1 1|0 i 0|0 5 3%
0 —i i ][00 — o%-g
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Os valores préprios de E s3o as solucbes de

-2 -1 0
det | =1 =X =1 | =0 <= =XN+A-2=0 <<= I=0.
0 1 =X
Os vectores préprios de A = 0 sdo os que satisfazem a equagdo
0 —1 0 a 0
-1 0 -1 bi=10 = { o b__OO
0 1 0]]ec¢ 0 ame=0

A dimensao do espaco proéprio de 0 é 1 portanto hd um tnico bloco de Jordan.
Assim,

010
J=10 01
0 00
Uma base dos vectores préprios associados a A =0 é
1
v = 0
-1
A segunda coluna, w, da matriz S obtém-se resolvendo a equacgao
0 -1 0 a 1
(F-0ldw=v <= -1 0 -1 b | = 0
0O 1 0 c -1
Pode-se tomar
0
w= | —1
0
A terceira coluna, u, da matriz S obtém-se resolvendo a equacao
0 -1 0 a 0
(F-0ldu=w <= -1 0 -1 b | =1 -1
0O 1 0 c 0
Pode-se tomar
1
u= 120
0

Portanto, uma matriz de mudanca de base é dada por

S = —1 ()
1

e
1 01 01 0 0 0 —1
E=8JS"!'= 0 —1 0 00 1 0 —1 0
-1 00 00 0 1 0 1
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Os valores préprios de F' s3o as soluctes de

2— A\ 0 0
det 0 -1-X =6 |=0<= 2-NN\=32+2)=0,
0 14—\

ou seja A = 2 (com multiplicidade algébrica dois) e A = 1.
Os vectores préprios associados ao valor préprio 2 sdo os que verificam

2 0 0 a a 2a = 2a
0 -1 -6 b|=2|0| < —b—6c=20 <= b=-2c.
0O 1 4 c c b+ 4c=2c
Os vectores préprios associados ao valor préprio 1 s3o os que verificam
2 0 0 a a 2a = a a=0
0 -1 —6 bl=|b|] << { -b—6c=b <= {b:—Sc
0 1 4 c c b+4c=c - ’
(17) | Por exemplo,
1 0 0
V1 = 0 s Vg = 2 € V3 = 3
0 -1 —1

sao linearmente independentes, formando v, e v9 um base do préprio associado a 2

e v3 uma base do espaco préprio associado a 1.

Conclui-se que a matriz é diagonalizavel e pode-se tomar a forma candnica de Jordan
2 00

J=10 20

00 1

e a matriz de mudanca de base

tais que F' = SJS L.
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(a) Como S™tAS = J, entdo A = SJS~!. Substituindo A por SJS™! na igual-
dade
t? ¢
eAt:Id+At+A2§+A3§+---
e simplificando, obtém-se: . .

e = Td+ At+ AL + A3L 4+
Id+ SJS7 1+ SJ2S 1L + SJ3S 1L 4
= e

(b) Por indugdo em n:
e Paran = 1 n3o hd nada a demonstrar, uma vez que J! = .J por definic3o.

At pAnTt i
e Suponha-se que J" = 0 NE Quer-se demonstrar que J"" =
n+1 n
PO (H;LHA . Aplicando a definicdo de poténcia de uma matriz e
seguidamente a hipdtese de indugao, obtém-se:
Jrtl = g (definicdo de poténcia)
DTS Lt I DN . : ~
= {0 \n } [0 )\} (hipétese de indug&o)

)\nJrl (n+1))\n
0 At |
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(c) Usando os resultados do exercicio (17), os resultados das alineas anteriores e
um resultado andlogo ao da alinea (

b) mas para um bloco 3 x 3, obtém-se:
0 1 et 0 2 1
At _ o Jta—-1 _
e =S5ensT = 1-2“0 e3tH1 0}
et 0
= 2(62t €3t> e2t )
1 —1 et te? 11
Bt _ o, Jta—1 _
st = ]y W
2=t 2t T L2 }
_ 2 ,
7tezt 2%t 2t
) 1 1 €5+iﬁt 0 —i+V7T =i
eft = Selts—1 = {—1-&-1'\/7 —1—4 7} [ 0 5—iVT, 3_\(—\7/? f
52 2 5 ¢ ’ 5 2ﬁ \/7
_ ezt cos % —|— %eit sin % 5 %eit sin tg
:/—‘%eét sin # ezt cos % — %ﬁeitsin %
(1 0 0 1 0 0 1 0 0
ePt=8eltSt = |0 1 1 0 e 0 0 % :
|0 —i 0 0 e 05 —3
1 0 0
= 0 cost —sint | ,
_0 sint cost
1 o0o1]f[1¢L][0o 0 -1
eft = Selts—1 = 0 -1 0 0 1 ¢ 0 -1 0
-1 00 0 0 1 1 0 1
r 42
E+1 -t &
_ 1 ,
2 2
L o1
1 0 0 et 0 0 1 0 O
eft = Selt§—1 = 0o 2 3 0 e** 0 0 -1 -3
0 -1 -1 0 0 ¢ 0 1 2
e?t 0 0
= 0 3et —2e* 6et — 6e*
| 0 e?t — et 3e?t — et

|




