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ALGEBRA LINEAR A
REVISAO DA PARTE llI

Parte Ill - (a) Ortogonalidade

Conceitos:

produto interno, ortogonalidade, norma, vectores ortonormais (0.n.), dngulo,
complemento ortogonal, projeccao ortogonal, decomposicdo ortogonal, soma directa,
espacgo euclideano real, espaco euclideano complexo, transformacao ortogonal,
matriz ortogonal, matriz transposta, matriz simética, matriz anti-simétrica

O produto interno usual de dois vectores v = (z1,...,2,) e w = (y1,...,Y,) em R" é o
numero real
v-w:x1y1+x2y2+...+xnyn:vtw .
v e w dizem-se ortogonais (ou perpendiculares), e representa-se v L w, se v - w = 0.
A norma (ou comprimento) de v é o niimero n3o negativo

v =Vv-v=y/2?+.. . +22.

Um vector v € R” diz-se unitario se |v| = 1.

Vectores vy, ..., v, € R" dizem-se ortonormais (0.n.) quando
1 set=y
Vi~ V5 = .
0 sei#j

ou seja, quando sdo ortogonais entre si e unitdrios.

Propriedades do produto interno (caracterizam um produto interno, ndo necessariamente
o usual em R™): para quaisquer u,v,w € R" e A € R, tem-se
eV -wW=w- v (simetria)
e Au+v)-w=ANu-w)+v-w (linearidade)
ev-v>0, Yuo#0 (positividade)
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Factos sobre a ortogonalidade de vectores e espacos (para o produto interno usual em R"
ou qualquer outro espago vectorial V' com um produto interno):

e Vectores o.n. sdo linearmente independentes.
e Dado um qualquer subespaco vectorial W de R", o seu complemento ortogonal

WH={weR":v-w=0Ywe W}

é um subespaco vectorial de R™. Tem-se (W)t =W e W N W+ = {0}.

e Se W é um subespaco de R™ e se v é um qualquer vector de R", ent3o existe um
tinico vector w € W com a propriedade da diferen¢a v —w pertencer ao complemento
ortogonal W+:

v=_wW +Uv—w .
~ ——
ew ewl
A este vector w chama-se a projeccao ortogonal de v em W e representa-se
W = Projy, .

e Relativamente a uma base o.n. wy, ..., w,, de W, o vector projeccao ortogonal de v

em W é dado pela férmula

projyv = (v-wi)wy + ...+ (V- Wy)wy,

e A projeccao ortogonal em W é a transformacao linear definida por
projy : R — R" | v +— projyv ,

cuja imagem é Im proj;; = W e cujo niicleo é Ker projy, = W+.
e Um subespaco vectorial W de V e o seu complemento ortogonal W+ formam uma
decomposicao ortogonal de V:

V=Waewt

i.e., cada vector v € V' pode ser escrito de uma forma tinica como a soma de vectores
w = projyv € Wev—we W

Portanto, tem-se a férmula para a dimens3o: |dim V = dim W + dim W+

Diz-se que V é a soma directa dos seus subespacos vectoriais W; e Wy, e escreve-se
V = W1 @ Ws, quando V = W+ W, (i.e., estes subespacos juntos geram V) e WiNW, = ()
(i.e., a intersec¢do destes subespacos é vazia.

Teorema de Pitagoras: ||v+ w|* = |[v]* + [w]? <= v Lw
Consequéncias: Se W é um subespaco de R",

* [projyv| < |v| e
o |projyv| = |v| sse v € W.
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Desigualdade de Cauchy-Schwarz: ||v - w| < |v| - |w||e

tem-se a igualdade |v - w| = |v| - |w| sse v e w sdo proporcionais (ou colineares).
Consequéncia: Define-se o angulo 6 entre dois vectores v e w ndo nulos como sendo

0 = arccos € [0, 7] .

[olw]

Assim se obtém a férmula v - w = |v||w]| cos .

Desigualdade Triangular: ||v + w| < |v| + |w||e

tem-se a igualdade |v+w| = |v| + |w| sse v e w sdo proporcionais e tém o mesmo sentido.

Ortogonalizacao de Gram-Schmidt: processo iterativo para obter uma base o.n.

wy, ..., w,, de um espaco vectorial V' com produto interno a partir de uma base qualquer
V1, ..., Uy de V.
— v
— v2—(vewywr
(2) w2 = |v2—§v2~w1;w1| ( :
_ v3—(v3-wi)wy —(V3-wW2)w2
(3) W3 = Tog=(vg-w1)w1 —(vg-w2)ws]
(4) etc.

Porque é que as bases ortonormais sao importantes?

e Uma base o.n. simplifica os calculos devido aos produtos internos nulos w; - w; = 0.
Em particular, a férmula para uma projeccao é especialmente simples quando se tem

uma base o.n.

e Em Sistemas Dinamicos e em Mecanica Quantica, muitos problemas lidam com
matrizes simétricas (ou hermiteanas, no caso complexo) em que existem bases o.n.

naturais (formadas por vectores préprios).

e O processo de Gram-Schmidt pode ser usado para definir classes de polindmios im-
portantes em aplicagOes, tais como os polinémios de Legendre, os polinémios de

Chebyshev e os polinémios de Hermite.

e O processo de Gram-Schmidt conduz a factorizacdo de matrizes permitindo resolucéo
numérica de sistemas muito grandes de equacdes lineares, como aqueles que ocorrem

em Astrofisica.
e Etc.
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A matriz transposta de uma matriz m x n A é a matriz n x m A? cuja linha j é a coluna
j de A. Propriedades da transposta:

o (A=A e (A+B)=A"+ B! e (AB)! = B'A

e Quando A é invertivel, A® também é e (A)~1 = (A1), o (Im A)*+ = Ker A

Num subespago V' de R™ (ou num qualquer espago vectorial V' com produto interno), uma
transformacao linear 7' : V' — V diz-se uma transformacao ortogonal quando preserva a
norma, i.e., |T'(v)| = |v|, Yv € V, ou equivalentemente quando preserva o produto interno,
e, T(v) - T(w) =v-w, Yo,w € V. Em particular, transformagbes ortogonais preservam
ortogonalidade, i.e., se T" é ortogonal e v L w, entdo T'(v) L T'(w).

Quando uma transformacdo linear T : R™ — R"™ é representada por uma matriz quadrada A
relativamente a base candnica, tem-se:

A é matriz ortogonal <= T é ortogonal
< T(e),...,T(e,) é base o.n. de R"
<= as colunas de A sd3o o.n.

= |a4a=1d]

ou seja, A é matriz ortogonal sse é invertivel com inversa igual a sua matriz transposta.

Para um subespaco W de R" com base o.n. wy,...,w,,, a projeccao ortogonal projy; :

R™ — R™ é representada (relativamente a base candnica de R™) pela matriz quadrada
onde A é a matriz n X m com colunas dadas por wy, ..., wy,.

Porque é que as transformacoes ortogonais sao importantes?

e Em Mecénica Classica, as leis sd3o invariantes pelas ditas transformacdes de Galileu
— composi¢des de translagdes com transformagdes ortogonais.

e Em Mecanica Quantica, as evolucdes de um sistema, quando escritas como matrizes
reais, sao transformacgdes ortogonais.

e As chamadas transformadas de Fourier sao transformacdes ortogonais. Em aplicacGes
essas transformadas sdo muito (teis em computacio grafica (por exemplo, ficheiros
JPG) e em compressdo de som (por exemplo, ficheiros MP3).

e Muitas mudangas de coordenadas sio transformacdes ortogonais; em particular, essas
mudangas preservam volume (ver "Determinantes”).

e Etc.
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Parte Ill - (b) Determinantes

Conceitos:
determinante, permutacdo, menor, cofactor, matriz dos cofactores, volume,
valor préprio, vector préprio, polindmio caracteristico, traco

O determinante de uma matriz n X n é o nimero
det A = Z (—1)06110(1)@20(2) " Ono(n)
oePl,

onde P, é o conjunto de todas as permuta¢des de n elementos e (—1)7 = +1 é o sinal da
permutacdo. O determinante de A também se pode representar por | A|.

Caso 2 x 2
ailr Q2
det = -
e Lm QQJ a11G22 — Q12021
A primeira parcela corresponde a permutacio (o(1),0(2)) = (1,2) (que ndo troca nenhum
indice) e a segunda parcela corresponde a permutacdo (o(1),0(2)) = (2,1) (que troca os
dois indices).

Caso 3 x 3

a1; a2 ais
det [aa1 ag a3 = (11022033 — 111023032 + Q13021032
az1 a3z 0ass
—@13022031 + Q12023031 — G12021033

Propriedades dos determinantes

edet | vy ... (vH+w) ... v,

o det| v ... (kv) ... v, | =kdet| vy ... v ... v, (k e R)
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Mais propriedades dos determinantes

e det(kA) = k" det A.

e Matrizes transpostas tém o mesmo determinante: det(A") = det A.

e Se B se obtém de A trocando duas linhas, entio det B = — det A.

e Se duas linhas de A s3o iguais, entdo det A = 0.

e Se B se obtém de A adicionando uma linha a outra, entdo det B = det A.

e O determinante de uma matriz triangular (superior ou inferior) é o produto das
entradas da diagonal.

Uma matriz A é invertivel sse o seu determinante n3o é zero:
A7l existe <= detA#0

Porqué?
Aplique-se 0 método de Gauss a A:

[A] — ... — [forma escalonada de A] ,

fazendo
e um numero total N de trocas de linhas,
e multiplicagdes de linhas por escalares nao-nulos ky, ..., k, e
e substituicOes de linhas por essas linhas somadas com outras.

Ent3o, pelas propriedades anteriores dos determinantes,
det A = (=1)Vk; - - - k, det(forma escalonada de A) .
Logo,
A é invertivel <= a forma escalonada de A é a identidade

<= det(forma escalonada de A) # 0
< detA#0.

O determinante de um produto de matrizes é o produto dos determinantes:

det(AB) = det Adet B

Porqué?

Se A n3do é invertivel, entdo AB n3o é invertivel e a férmula reduz-se a 0 = 0.

Se A é invertivel, aplique-se 0 método de Gauss a A e AB justapostas:
[A|[AB] — ... — [Id|B],

fazendo

e um numero total N de trocas de linhas,
e multiplicagdes de linhas por escalares nao-nulos ki, ..., k, e
e substituicoes de linhas por essas linhas somadas com outras.

Ent3o, pelas propriedades anteriores (argumento semelhante ao acima),
det A= (=1)Nk;---k,detld e detAB = (—1)"k;---k,detB
donde se conclui (por ser det Id = 1) que det AB = det A det B.
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Mais propriedades dos determinantes
o det(A*) = (det A)* (k=1,2,3,...).
e Quando A é invertivel, det (A~1) = (det A) ™.
e Matrizes ortogonais tém determinante +1.

Calculo de determinantes pela formula de Laplace

Para uma matriz n x n A, o menor ij de A é a matriz (n — 1) x (n — 1) A;; que se obtém
de A eliminando a linha 7 e a coluna j.

O determinante de uma matriz A = (a;;) pode ser calculado em termos dos determinantes
dos menores de A ao longo de uma qualquer linha ou de uma qualquer coluna:

e Férmula de Laplace ao longo da linha ¢

det A =377 (1) a;;det Ay

e Foérmula de Laplace ao longo da coluna j

det A = Z?:l(—ly—’_j&ij det Aij

Por exemplo, para uma matriz 3 x 3 a férmula ao longo da primeira linha d3

aijx Qa2 a3

Q22 A2 Q21 A2 a1 Q22
det o1 Q22 Q923 :andet 3 —a12det 3 —|—a13det
a3z Q33 a31  as3 a31 32
a31 32 Q33

Resolucao de sistemas pela regra de Cramer
Dada uma matriz n x n invertivel A e um vector b € R", o sistema de equacdes lineares

tem uma e uma s6 solugao dada por

X

det A;
det A

v=|: com xT; =

Tn

onde A; é a matriz obtida de A substituindo a coluna i pelo vector b.

Inversao de matrizes pela regra de Cramer
Se A é uma matriz invertivel, entdo a sua inversa é dada por

11 ... Cip "
e . ! om (—=1)""7 det Ay;
| : J det A

Cnl --- Cpn

onde Aj; é o menor ji de A. Alternativamente,

A7t = L (cof A)!

T detA

onde cof A é a matriz n X n cuja entrada ij é dada por (—1)“*7 det A4;;, chamada a matriz
dos cofactores de A.
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Para dois vectores v, e vy em R?,

det | v1 v | = 4 area do paralelogramo definido por v; e vs .

Para trés vectores v;, vy e v5 em R3,

det | v1 vy w3 | =+ volume do paralelepipedo definido por vy, v € v3 .
Para n vectores vy, ..., v, em R",
det { v1 ... v, | == volume do paralelepipedo em R" definido por vy,...v, .

Ao calcular um determinante:

e Serd que a matriz é de um tipo especial, 2 x 2, 3 x 3, diagonal, triangular, ortogonal?
e Serd que tem colunas ou linhas repetidas ou nulas? Ou que é uma poténcia?

e Serd que hd alguma coluna ou linha especialmente adequada a férmula de Laplace?
e Serd que argumentos geométricos ou elimina¢do de Gauss d3o a resposta?

Dada uma matriz n x n A e um vector ndo-nulo v € R", diz-se que v é um vector préprio
de A quando Av é miiltiplo escalar de v, i.e., quando Av = Av para algum A € R. Nesse
caso, A diz-se o valor préprio de A associado ao vector préprio v.

A é valor préprio de A <= Ker (A — Ald) # {0}
<= A — Mld nao é invertivel

— [det(4— Ald) =0].

Ao polinémio p4(A) = det(A — AId) chama-se o polinémio caracteristico da matriz A.
Portanto, um ndmero A é valor préprio de A sse \ é raiz do polindmio caracteristico de A.

v # 0 é vector préprio de A associado ao valor préprio A <= (A —Ald)v =0
< |v € Ker (A — \d)

De acordo com a definicao de determinante, o polindmio caracteristico de A é um polinémio
de grau n em A\ com

pa(A) = (=1)"A" + (=) (trA)A 4+ 4 (det A)

onde trA, o traco de A, é a soma das entradas da diagonal de A.




